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توانا بود هر ګه دانا بود 
Ef f‏ 
1 س سس__ 


هر ا س شط د 


هنل سه 


برای سال جهارم ریاضی 


Aa 


این کناب که به‌وسیلۀ قا بان : موسی آذر وش» احمد 
برشت » جھا لگیر شمس آوری › عبدالغنی علیم مروستی» 
پروفور تقی‌فاطمی» باقر نحوی» شادروان محسن‌هنر بخش 
نگارش بافته »> بمرطبق مادة ۳ قا نون کتا بهای درسی و 
اساسنامة سازمان کتا بهای درسی یران برای تدریس در 
د بیرستا نها بر گز بده شده است . 


چاپ از : افست کاو بان 


فصل دهم 


فهر ست مندر جات 


عنوان صشحه 


فصل ادل 
مقهوم بعطضی أصطلاسا ت در هندسة 
فصل دوم 
خط راست 
فصل سوم 
زاويه 
فصل چہارم 
ا 
کمان یا قوس t‏ و تر 4 راوه رد ی 
ذاأويه و دایره 


ڪا حالتهای تساوی دو مئلٹث 


نقاط واقع بر نیمساز ذاویه - نقاط واقع برعمود منصف يكپاره خط 
فصل ششم 

خطوط متوازی 

زوایای حادٿ از تقَاطع سه خط 

مجمو ع زوایای مثلث و چندضلعی 

زوایایی که اضلاعشان متوازی یا متعامد باشند 


خطهای مهم دز ملت 


تقَأارڻ 
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به نام خدا 


فصل (ول 


مہو ۴ بعضی أصطلاحات در هند سه 


مقدمه _ چ ف ر دهن جود تصوداتی‌دارد وبرای ورا اقات 
ورات دیکات ووا کف و کے بکد ییک کا را 4ے د 
کامه بخودی خود اهمیتی زرد آ نجه م ات مطلنی اسک کا یج ا 
یراق لفط و کامه فہمده شود. آراین حت بعصی|ےطلاحات هندسی 
را» که مقړومپای اساسی‌هندسه را پان می کنْنْد؛ تعر يف می کیم ا 
اموز ان ا عطا عة و فر کر فقن | تیا بتو اند آےطادعات کسی را پطور 
صسحیح و درجای خود بکار برند . 

٩‏ - تعریف پعی‌شناسانیدن؛ ا 8 جبزی را بشماسا نم ڍا دد 
ا مشحصات و نشا نه‌های ا ا جىز بحصوص را که لارم است 
بان کر ده و ار پان مطا أب راید خودداری کیم 

۳ ۔ فضا را همه می‌شناسم و میدا نیم که نمام مو حودات مل 
5 ماه » حورشد › رمن و ا نجه که و رمین اشتة در اين ضا 
ایی re‏ 

۳٣‏ جسم _ هر جز که سمتی ار EE.‏ ا جسیم نامہده 
می‌شود مثل کتاں Se‏ ویره . 

۴ - حچم ‏ قسمتی ازفضا راکه به وسله يك جسم اشغال می‌شود 


8 

۵ ۔ سطح ۔ مرز بین یك حسم و فضا را سطح أن حسم گویند. 

بنا براین هر جسم به وسیله سطح محدود می‌شود . 

۶ خط جایی که دوسطح همدیگررا قطع می کنند. خط نامیده 
می‌شود . همجشن حط م یدوا ند طح رأ محدود کد . 

۷ نقطه ‏ محل برخورد دو <ط را نقطه می گویند . هەچنن 
قط می توا ند خط را محدود کنل . 

تو جه کنید ! حجم > دطح» خط › ةله را به كمك جسم شناختیم؛ 
ولی در هندسه باید شناسایی حجم » سطع » خط و نقطه به كمك ذهن و 
مستقل از حسم باشد . اذ این‌رو می‌گوییم خط از حر کت نقطه و سطح 
از حر کت خی و حجم ازحر کت سطح یدید می أ ید . 

۸- شکل - نقطه » خط » سطح » حجم و هرمجموعه‌ای از آنا 
را در هندسه شکل می‌نامند. اگر یك شکل ھندسی را جا بجا کشم (تغبیر 
مکان دهیم)» درفواصل بین نقاط و در روايا و در روا بط بین احزای‌آن 
تغری بیدا نمی‌شود . 

٩‏ - تساو دو شکل - هر گاه دوشکل طوری باشند که پتوانم 
یکی را تغییرمکان یافتةٌ دیگری فرض‌کنیم در این صودت أن دو شکل 

B C B cC‏ را مساوی هم می گوییم. 

D 4‏ ۾ همچنين اگر پتوانيم 

شکلی را برشکل دیگر 

جنان منطبق كنم aS‏ 

۲ ۲ یکی‌شوند»› آن دوشکل 
ش ١‏ متساویند (شکل)) . 


۳ 
٥‏ ۔ آساوی مستقیم و اوی معکوس ساوی دو شکل 
مستقیم است وفٹی که متساوی و قابل انطباق باشد و معکوس است 


وقتی که متساوی B B‏ 

اشن اما قابل 

اق فش € , ٣ے‏ 
مکر اكه یکی 0 G A A‏ 
ازا نپا دا بر گردا نیم (شکل۲) . ش۲ 


۹ دوشکل متعادل - ھر گاہ دوشکل فقط از نظ مساحت یا 
حجم مساوی هم باشند » آن دو شکل را متعادل می‌نامند . 

۳ - اصل متعارفی _ هر مطلیی که درستی آن ار بدیہ مات باشد» 
اصل متعارفی نامہده می‌شود › مثل : 

الف ۔ دو مقدار مساوی با مقدار سوم» با یکدیگر مساو یند . 

ب ۔ اگر به هر یك از دومقدار متساوی یکی از دو مقدار متساوی 
دیگر دا بغزاییم » دو حاصل حمع با یکدیگر برابرند . 

ج - جزء کوجکتر است اذ کل . 

د ۔ کل بپرابر است با مجم و ع احز ای حود. 

ھ۔اگر ھ از ظط وط نز از بزرگٽر باشد » 4 از ۲ بزرگتر 
خوأهد بود . 

۴ ۔ اصل موضوع ‏ هر مطاہی که درستی أن را بايد بدون 
دلل قول کم ودلیلی هم برای درستی‌آن نداشته‌باشم» اصل‌موضوع 
نامىده می‌شود › مئل : 


الف از رك نقطه فقط رك خط موازی با خط دیگر می‌توان 


کشہد 

ب ہے بر دو نقطه فقط یك خط راست می گذر د . 

۴- قضبه - هرموضو ع ا مطلنی که درستی آن به كمەكڭ دلىل و 
برهان و ضح و ابت شود» قضيه نامىده می‌شود. مثل ين قضه «هر گأہ 
در مثائی دوضلع برأیر باشند» راو یه‌های رویروی‌آن دوضلع درأ ہر نک.» 
اکر به این قضبه یا هر فض دیگر توجە‌کنید» دوقسەت مشاهده می کنید: 

اف - هر گاه در مثلنی دو ضع درا یں راشف » 

ب ۔ راویه‌های روبرویآن دو ضلع برأ یر ڏك . 

قسمت اول راء که هان متکی یشو یم؛ مقدمه يا فر ض می گویند 
ووسمت دوم را » که از سمت اول نترجه می گیر یم؛ حکم می نامند 

۵ - برهان برای اات درستی ركقضبه» ره معلوما تی که فل 
بیداکردهایم استناد می کیم و | نہا عبارتند از : 

الف - معانى الفاظ . 

ب ہے نعاریف . 

€ - اصول منعار فی 

د اصول موضوع 

ھ ۔ قضایایی که قلا درستی | نہا ثا بت شده باشد . این استناد را 
ادر بنحوی منظم ومنطقی انام شود » بر هان و دلیل می نامند وآوردن 
دلمل و برهان را اسقدلال می گویند . 

۶ ۔ تحقیتقی وابات ‏ دانش آموزان‌گرامی شاید شما بارها در 
مدت تحصل در کلاسپای ا یس لر | ن عبأارت را ار دیسر ا حو د شسکه 


باشد: « تحقیق کنید که م۷ مجم و ع زاو به‌های مثلٹ 8٣‏ ۸ دو قاکمه 


۵ھ 


ر 


اسك ٩‏ . | مي دا ید إا حتاف بن نحقیں واات جست ؟ 

یر ای اكه تحقىق کتیف که مجم و ع زاو یه‌های ملت دو قا کمه 
است» نقاله را برمی داریه و با آن اندازه‌های سه زاویة مثلث را معین 
مر سازید و آنا دا باهم جمع می‌کنید. اگرحاصل جمع ۱۸١‏ درجه شد؛ 
در ستى ده را تحقہق کرده‌اید. اما این تحقق فط دربارءٌ مثلٹ 8€ ۸ 
شده است و برای یك مثاث دیگرممکن است مجمو ع زاويهها دو امه 


اشد . همجن ممکن اس ت‌که ا ندازه‌گر فتن زاو یه‌ها باتقاله دقیق‌نباشد 


و حأاصل حمعشان از دو فائمه کمتر A‏ 

7 بىشتر شود و شما در درستی وه OO‏ 

ار دید مدا کید . م د لے 8 
اما برای اینکه ابات کنید که س ۳ 


مجموع زاویه‌های ملت ده فائمه است » از ۸ ( شکل۴ ) خطی مواری 
)8 می کشہد؛ سسس ازنکائی حند که درستی آ نہا ازسا بق برای شما محرر 
شده است استفاده می کید ؛ به‌این تر تیب : 

الف ) از نقیلۂ ۸ فقط يك خط موازی با 8€ می‌توان دسم کرد 
(اصل موضوع). 

ب( اگر دوخط متوازی را خط سومی قطعکند» دو زاویۀ متبادل 
داخلی با هم برابر ند (قضیه‌ای که درست ی آن قبلا ثا بت شده است ). 

پس نتیجه می گیر ید که وس و ۴e‏ 

ج( مجم وع نمام داو یه‌های مجاور ومتو الى يك طرف خط رأاست»› 
مساوی دو قائمه است ( این هم قضیه‌ای ات که درستی آن قبلا محرز 


شده است). زاوبه‌های مجاور ومتوا لى ٢‏ و٣‏ دریك طرف خطی هستند 


E E 


5 شاو شده ؛ پس حاصل جمع‎ a 


+= 


در بك رأ رطه می توان ره حای یك مقدار ( ڭا و 


اھ ان را فرار داو(اضل متعاد فی) > س به حای ١‏ مساویش ۵و 


ره حای ۳ مساو وش ۴ را E‏ : 


Sk A0 

به اسحا که رسیدید؛ درستی فضيه ٿا بت شده است › هیچ تردیدی 
EE O CG E‏ 
اشتیاھی ا برود؛ بعلاوه: کم کی است ودر ھر مٹلٹی حح | 

۷ ۔ نتیچه _ هر حکم و 5 بلقا صله کن ار اسات رك 
وصضة اا نتيج ان قضبه نامیده می‌شود. يك وضه E‏ ا 
جمد تمجه داشته باشد . 

۸ - کسه ے هکسه علمی ات 5ة E‏ هندسی وخواص 
هر يك و روابط | نا bl.‏ اجزای | نرا 1 E ult‏ می کد 

فسمتی از هندسه که از اشکال مستوی بحث می کند ؛ هندسة 
مسطحه › و قسمتی‌که از اشکال فضاییکفتگو می کند» هندسة فضایی 


نام دارد . 


کسه علمی ات شار SE‏ دشں أ ھزاران و وش ا اصول 
هندسی | شنایی بیدا کرده ات . اولین اتان نو شه در بار WEY:‏ ا هر بوط 
به جهار هزار اك دیش أت . دلی ا ويل انات من از ادن علم اطلاعی 


FERT: le: 


ا 


دز دست دوده ا بیدا يش اسه وران 1 ا دک سای علوم و فون ( 
دو اود احتیا ج بو ده ا 

حس کنجکاوی دعشق و علاقه به درك حقایق ا و رهھهس اتان 
په سوی اختراعات و اکتشافات است » درپیشرفت ا ا 
شاد ا وشن بجر ډه در یافت که وا راستٽ 5ھ اة ين دو زوه 
ات رای ر اا ن دو اھ یت ٣آ‏ ن واا فن ا تاره درفت اا 
مد ئی یمد که واحد CEC‏ خا قدم شلف . ارو ف سطح ر حجم دمل 
با تجر به شرو ع شد . قضایاى مهم أزقبيل را بطة بين وتر وأضلاع مثلث فام : 
الزاوي بتر ده بیدا شاا ست 

مد تما بش أذ e‏ فا غورث ول دیاضی درای اثیات E‏ 
یط = 'ھ (٭) بیدا کند فن وان با م که سه ضلع آن ۴١ ٣‏ د ن 
یا اعدادی ات با › ۴ و ۵ بود زاو ية واأگمه می سا تند IEEE‏ 
بو دند که دز می که اضلاعش ۴ 2 ۴ د ےھ ا تناس با این آعذاد راڈ ٢‏ باك 
ضلع برضلع دیگرعمود | ست . 

اوی را غھە ڭه وا است که ه4ل سے در مصر بیدا شه وطنتا اھا منم 
فال رود تنل که در ھر سال اچاب ر 0 دود ا 3 اراضی 

o‏ م » اا 
دیگر ار لو دعەی سود ) دز یداش ا عام هو ار وو 2ه أ ست حھےوت | که 
بدر سی هعلوم لست هشندسه را جينيان ابدا ع کر دند ۴ مصر بان 5 هندیان ا 
اس اتان ا بر خی اصول قجر بی أن و اقوام ات جی| گا نه هو ردنو جه 
واقع سه دأشد. | نجه مسلم أ ست 4 يو تا نیان» که علم 5 وه اوج كمال و لعل دل ؛ 
هدخ سه را لىز منظم وتکمیل کرد ند 

هسام است که يجا د سا غا وى ا عظمنی ظا ف أهرام ET‏ دىشەر 
از e‏ هزار سال اشک دل معا بل حوادٿث طبىەت مقاوهت رده واز باران و أر 
تا بش آفتاب خللی به آ نها وارد زیا مکه اش LET‏ وووف ياصول شد سه ەنەر 
نهو ده أاست دوهز أر و ا راصف فال بیش دالس ده تشا به شلا بی بر د ا 
الا ا 

در واف هدل قد دم و WEST‏ اذل همه عاوم ا دود د تا فی 


ا خەهاىی ریاضی 1 ا جەر ا مص محا سات هادسی ډو د نك ا هم که 


(٭*) ط و م اضلاع د ۾ وتر يك مثلث قائم‌الزاویه است . 


~~ A— 


مدر يج شا خەهاى دیگر استقلال را ET‏ باز را رمه خودرا با هش سه حفظ کرد ند. 
در و تھا ی ا حر الس مطل مورد lie‏ دت و تو جه حاص واقع شده د مستقل 
از سایر مواد ر یاضی مورد ما اه قرا ر گرفته ست . 

هندسه ای که معمو لا متداولاست»اقلیدسی گفته هی‌شود؛ زیراکه مینای 
آن براصل مهمیاست که اقلیدس دد بیش از ۲۲٠۵‏ سال یش وضع کرده ست . 
بعدها اصلهای دیگری مبنای هندسه قرار داده شد و انواع دیگں هندسه 
اخثراع 2 و لی هکسه اقلیدسی همان باقىما ل 

اصول هندسی در علوم دیگر مأ نند هت ۲ مکا نىك شیمی و بخصوص 
فیزوڭ نبز هراعات می‌شو ند؛ بعلاوه روش تعلیم هندسه که برای ورزيده سا ختن 
د منطۂی بار آوردن فکر ازعو امل ەور ست : ره اين علم مقّامی تر لزل نا دير 
یخشیده وآن را از ار کان معارف ومعاومات بژری ساحته است . 

در بار لظ هندسه › بر خی را عقیده براین است که این لنت همان 
«انداز ۀ» فارسی خودمان است که معرب گر دیده وهندسه شده است . آنچه 
مام ست لغتها يی که در زا نهای اروپایی کار میرد ندء مأ نند ممص C60‏ 
فرانسه د پہاعصممی انگلیسی همه ازمبنای وزم مصمهی لاتین است‌که خود 
اقتياس از «گئُومتریا»‌ی یو نا نی است و خود أبن کلمه مر کي است از دو لت 
گئو » یعنی ذمین و متریا ؛ یعثی اندازه گرفتن. پس‌هئدسه در قدیم» علماندازه 
کر فتن زمین بوده أست . 


. مقدار فطابی راکه يك جسم اشغال می کند؛ حجم جسم گویند‎ - ٩ 

۲ ہ حل فر جسم يا حد فاص دوجرْء یك جسم را سطح می ثاهند . 

۴ حد ھرسطح یا حد فاصل دو سطح را خط می گویند . 

۴ - حد هر خط يا فصل مشئرك دو خط نقطه ست . 

۵ هر نمایشی از نقطه » خط » سطح و حجم را شکل هندسی می‌تامند. 

۶ - هندسه علمی است که از شکاهای هندسی د خواص هربك و روا بط 
آنا ؛ یا اجزایآنها » با یکدیگر گنتگو می کند . 

۷ - دو شکل را متساوی می گو یثد په شرط آنکه بتوان کی را روی 
دیگری بقسمی قرار داد که یکی شوند . 


۸ - أصل متّعارفی موصو عی ست که درستی ]ن مسلم و بد یھی با شد 


۹٩ 
e اصل هوصوع› مطلبی ست که ددست ی آن را نتوا ئيم ا بت کنيم‎ ۹ 
آَنَ را ودول ا سد لال بید یر :م‎ 
. مطابی راکه پتوان صحتش را اثبأاٽ کرد » قضیه می کویند‎ ٥ 
: س بر ی ائات ضا يا » بأ یك اذمعانیالفاظ› تعار وف »!صو ل متعادفی‎ ٩ ٩ 


د 


اسول موصو ع 5 فضا یا بی که قلا صت | نها ۴ وت سیه أست؛ استفاده کرد . 


دصل دوم 


خوط ر ست 


٩۹‏ ۔ خط ۔ هر گاه نقطه‌ای » مثا نوك تز مدادی » تغیر مکان 
دھهد» خط بوحود می آورد. 

خط راست ساده‌ترین<طہاست. تصور آن » بطوری که می‌دا نید 
ار یك نخ کشیده بیدا می‌شود . با حط کشی که درستی آن تحقق شده 
باشد » جز ئی ازیك خط راست را می‌توان زسم کر د. 

دو نقطه مانند ۸ د 8 روی‌کاغن بگذار ید و باخط کشی خطی رسم 
کشسدکه بر آن دو نقطه بگذٰرد 

این کار را بأارهاً تکر ار کید می بد که خطما همه برهم منطىق 


میسو نک. اراین | رمایش دوخاصت اصلی<ط راست را دع ھی گر یم : 


الف - دردد نقطه همواره می‌توان بك خط راست کګذراند. 
ب - بردو نقطه بیشتر از رك خط راست نمی گذرد . 


خط راستی رسم کید 1 می‌توانىدان را در دو جت إدأامه دهد ( 


3 ھر ددر بح وآھہد ادأمه دھہ ل . ا براین حاصست می گو دم a5‏ خط 


راست امحدود است , 
حط رأاست را ا ر دوحرف می خو أ نند ما نذٰف حط AB‏ 5 اڭ 
حرف » مانند خط ل شکل ۴ . 
ل ۴ ۔ نیم خط _ اگر خط راستی 
س ۴ را از یك طرف محدود کنْیم» نیم خط 


ا١‎ 

با خط شعاعی بوحود می آید؛ حد نیم خط را هبدا آن می‌نامند؛ ما نند 
نیم خط ×0 درشکل که نقطۂ 0 مدا آن است . 

۳ بارەخط - حر ئی از خط را س 0 
که به دو نقطه محدود باش » پارهخط يا 
وطعه خط می کو ند ما دف رارە حط AB‏ 
در شکل ۶ . ۸ 9و5 را دو سر باره<خط TT TT‏ 
می کویند . س۶ 

دو دارە حط را ہر بك امتداد می گویند وقفتی که هر دو بردوی 
يك خط راست واقع باشند . چد زتياه ر| بر يك امتداد يا بر يك استقامت 
می نامند وفتی که همه بردوی يك خط راست رار داشته یاشند . 

_ مقا ةه دو باره خط برای سنج دن دو بأره AB b>‏ 
05 ( شکل۷) › آنہا دا بقسمی روی هم قرار می‌دهیم که یك سرشان 


(مثلاً۸ و € ) برهم منطبق شوند ؛ حال : 8 ۸ 
الف) اگر سر دیگرشان (8 و 0) نیز : 
برهم منطبق شوند» آن دوپاره‌خط دا برابرهی- 0 څ 
گویم وجنن می نویسم : AB—=CD‏ ش۷ 
ب) اگر سر دیگر قطعه خط B‏ ۸ 
C1(‏ بن ۸ و 8 قرار گیرد (شکل اس 
۸) می گوییم 5 کوجکتر است از A D0 8B‏ 


۸ و آن را حجنن می‌نویسیم : شس‎ AB 
در این صورت ۸8 مساوی است با مجه وع دو قطعه<ط‎ . CTAB 
.AB=AD-— DB : عى‎ › DB و‎ AD 


۲( 
A 68‏ ج( اگر سر دیگرقطعةٌ0) 
Dس—س-  ٤‏ رر خارج ۸ و 8 قرار گرد (شکل 
)٩ sS‏ » می‌گوییم که 00 بزرگتر از 
: 8 است و ندا چنین‌می نویسیم: 
CD > AB‏ 
در این »مورت ۸8 مساوی است با تفال ۸5 و 85 : 
AB—=AD—BD‏ 

۵ مجموع چند پارهخط - برای پیدا کردن مجموع چند 
يارەخط ٠آ‏ پارا دنال هم برروی یك حط راست قر ارمی‌دھیم تامجمو غ 
آ دیا بدسٹ | ید. بدين تر لیس درشکل o‏ \ بارەخط AF‏ مچمو ع باره . 


0ع خطای ۸8 و 
wl EF CD E ۴‏ 
C D E‏ 7 
-- ۸ و أن را چنین 
ش٥۱‏ می نو یسیم : 


AF=ABLCD-LEF 

هر گاه جند باره‌خط › بریك امتداد و به دنبال هم باشند» به‌جای 

همه آ نپا یکسره » می‌توان مجموعشان را قرار داد » و بیکس. 
۶ - حاصل ضرب يك پارہ خط در یك عدد _ سھبرایں بارہ۔ 
خط ۸8 » مجمو ع سه پاره خط مساوی ۸8 است . درشکل ٤۴ ۸١‏ 
a:‏ ۾ برابر حاصل ضرب 
جم عدد ۴ در ارہ خط 

س۱۱ AB‏ است . 
۷- خط شکسته خطی است مر کى از دو یا چند باره‌خط که به 


۳ 
دنبال هم واقع باشند بقسمی که هریك اذا نا با پارە‌خط بعدی یك سر 
مشتر ك داشته باشد ودو باره‌حط متوالی بریك امتداد نباشند (شکل۱۲). 


به هم نرسند» آن دا K jj‏ 
شکستة باز می‌گویند و اگر 3 
به هم برسند» حط شکستة H C‏ 6 4 
ا a‏ 
۸ خط منحنی ‏ هر 0 
: که ۽ أن‌راست 
خطی که هیچ جز ش ۱۲ 
نباشد» منحنی اسٽ. 


٩‏ وضع دو خط نسہت به هم - می دا نیم که بر دو نقطه فقط يك 


خط راست می گذرد ؛ با برأین: 
الف) اگر دو حط راست دو نقطه مشتر اک ٤‏ 
داشته باشند» برهم منطبق می‌شو ند و در حصفتث ۳ 


يك خط خواهند بود . 

ں)اگر دو خطراست فقط يك نقطة مشترك کک ل 
داشته باشند می گو ییم‌متقاطعند و نقطه‌مشتر کشان 
را نقطة تقاطع ا قط تلاقی | نپا می‌ناميم ش ۱۲۳ 
(شکل۱۳). 

ج( اگردوخط راست وافع در 
يك صفحه هيج نقطۀ مشتر لك نداشته 
باشند (یعنی یکدیگردا قطع نکنند)» 
آن دو خط را متوازی یا موازی با س ۱۴ 


۴ 
ھم ھی گوییم (شکل۴١).‏ 


٥‏ ¥ - جرہت خط اگر تومو ہیی در راه دن پر ان 2 کرح 


رفت و امد کنن ر رر ار 


در صورت اول می گو یلد جهت حر کت | تومو بیل از تهران به کر ج است ؛ 
هران ممداً وکرح منمّړای دط سر اتومو بل اسٽٹ. ددصورت دوم حت 
سس yg‏ حر کت ار کرح به تہران اسٿ و 
و کرح مبداً دران منترہاست . 
هر گاه محر ی ارددی بارەخط AB‏ شکل ۱۵ تعس مکان دهد؛ 
یا درحہت ار ۸ به 8 حر کت می کی یا درحہت ار 8 به ۸ . 
ا ١‏ د بردار پاره خطی است که دارای جہت باشد. جړت حر کت 
ارمید| به طرف منتہی را جہت برداړ و طول بارە<ط را اندازة بردار 
می نامند. بر ای نمو دن حت بر دار درا نتپای آن علامت کان می گذار ند. 
در نوشتن اسم بر دار همىشه حرف مىدا را طرف حب حرف هنی ھی۔ 
ڏو دس ؛ گاھی ھم بر دار را با وك حرف نایش دی‌دهند . عەوماً در 
بالای حرف ا حرف نما دة بردار > علاھت ەر می گذار زل 


در شکل ۱۶ ؛ قط ۸ مدا و نقطه 8B‏ منتہای بردار ۸8 است و 
و" دد 5 قط € مدا و 0 
D‏ . 
و ممتهاست . بردار ۷ با بك 
حرف موده شده است . 
حط نامحدودی که پردار جزئی‌اذ ان است» محمل بردار نام‌دارد. 
هر گاه :ر ددی محمل برداری جہت جر ی قاگل شویم؛ مثالا جرت 


ار چپ به راست را مشت وجېت ار راست په جب را منفی اختیار کیم » 


۵~ 
T۶ . ۳ 4 "8‏ 
بردار» من٬مت‏ يامنفی خواھد ډو د؛ ڊدر سب € متحر کی که ارمہیا ان 
به طرف منتہایش سر کد در جہت ممت محمل تغریر مکان دهد یا در 


X 
۱۷ شض‎ 
است ( شکل ۱۷ ) و حت از جب‎ CD 3 AB مەل‎ x'x× خط‎ 
به راست » مطا بی معمول ؛ حجرت مشت محمل اختار شده أست > س‎ 
منفی اسٹث . حلو عددهای حسا بی که نمایندة طول‎ CD مشت و‎ AB 
. های هرك ازا نپا هستند » علامات - و - می‌گذاریم‎ 


(CD) == s3 (AB) = +1‏ 
بردار » موارد أسٹع مال بسار دارد. هرودت بخواهیم در فز يك 


یا مکانیك مقادیری را نمایش دهم که دارای امتداد وجہت ومقدارمعین 
باشند » پردار بکار می بریم . 
خلاصة مطا لب مریم : 


١‏ خط رایت ناأمحدود است؛ اگ از رك طرف محدود شود» نیم خط و 
اکر از دو طرف محدود شود پاره خط حاصل می‌شود . 

٢‏ خط شکیئه عبارت ازجند پارە خط است که به دنیال یکدیگر قرار 
گرفته با شند د ھچ گاه دو ارە خط مثوالی در أمنّداد یکدیگں نبأ شند , 

۳ دو خط همکن است یکدیگررا قطع نند یا متّوازی باشند . دو خط 
واقع دریك صفحه را متوازی‌گویند هر گاه هیچ نقطة مشترك نداشته باشند یعنی 
بکدیگر را قطع نکنند . 

۴ بردار خطی ات که دارای | بٿدا ٩4‏ | نٿا باشد جهت حر کت أز 
مبداً به طرف منٹهی‌دا جهت بردار وطول پاره‌خط را اندازة بردار می‌نامند. 

۵ - حط نا محدودی که بر دار برړویآن أست » محمل بردار نام‌دارد. 

۶ بردار ممکن است در جھت مثیت یا منفی »حمل بأشد . 


فنا نا “پار م J‏ سی 


صل عاو f‏ 


زاو ده 


۹ زاوره دو تیم خط که مدا مشتر ل داشته باشند» یفحه را 

به دو بحش تقسیم می کنند. هر بخش‌را زاویه پاگوشه می‌گوبند (شکل)). 
8 دونیمخط » دوضلع زاویه و مدا 

مشتر کشان رس زاویه است. م سم 


است که چون دو نیم خط از يك 


۸ 0 طرف نامحدودند» اضلا ع زاویه‌نیز 
ٍ ش١‏ ازهمان‌طرف نامحدودند وپزرگی 

8 و کوچکی زاویه بستگی به آن 

۸ نداردکه اضلاع آن را درازتررسم 
0 کیم یا کوتاهتر . دو نیم حط 0A‏ 


د 08 فرض کښد که برړوی هم 
قرار گرفته باشند (شکل۲)؛ دد این صورت زاویه نمی‌سازند. حال 08 
را درحول نقطٌ0دوران‌دهید تا ار 04 جدا شود وبەوضع '08 در آی؛ 
OB‏ ( يا OB‏ ) با 04 زاویەای تشکمل می‌دھد و هر جه 08 پہشتر 
دوران کنن داویه بزرگترمی‌شود.اگر 08 | نقدر دوران‌کندکه ازططرف 
د ygğے‏ 

شب ( شکل ۳ ) » می‌گویم که زاوي 


۸8 بك راد به نیم صفحھ رانیم 


دیگر بر امتداد 0۸ واقع شود 


۱۷ 
سح است . 

۳ ۔ قضیه _ همه زاو یه‌های نیم‌صفحه باهم برابرند . 

برهان ۔ ذیرا می‌توانآ نما را برهم منطبق کرد . 

۳ - زاوية محدب » زاوية مقعر - از تقاطع دو نيحط مانن 
04 د 08 ۰ در حقیقت دو زاویه بوجود می آیدکه یکی کوحکتر از 
م صفحه و دیگری بزرگتر ار تیم صفحه است. زاویه کوجکتر ار نیم 
فحہ را محدب و راوه بزرگتر ار نیم صفحه را مقعرمی گو بد (شکل۴). 

درشکل ۴ یکی از دوضلعم ۾ 
زاویه» مثلا ۸0 را امتداد داده‌ایې 
می‌پینید که امتدادآن» زاویۀ مقعر ےر 
را به دو جزء تقسیم کرده است که 8 
یك جرع ان نیم ص وھ است دس س ۴ 
می‌توان گفت که اویه مقعر آن است که اکر یکی از اضلاعش دا امتداد 
دهیم آن را به دو رع تعسيم كنك . 

معمولا مقصود اذ ذاوية بين دو نيم خط » زاوي محدب است . 

۴ - سنچش دو زاویه ‏ برای اكه دو زاویه مأانتد ۸08 د 
52 (شکل ۵) را با هم بسٽجيم » يك صلع 8ھ 
و داس یکی دا بر يك ضلع و داس دیگری 
منطبق می کم بقسهی که دو ضلع دیگرشان 1 N‏ 
دريك طرف صلع مشثرك واقع شو ند. حال سه 
وضع ممکن است اغاق أفتد : C‏ 


الف س دو ضدع دیکر نمر بر هم وأقع ښ ۵ 


—\A- 


شوند › در أ ين صورت دو زاو به مساو ند . CMD= AOB‏ 
ب - ضلع دوم یکی از زایا » ملا 9 » داخل زاویه دیگر 
واقع شود » دراین صورت : CMD<AOB‏ 


ج - ضلع دوم یکی از زوایاء مثلاً C015‏ » خارج زاویۂ دیگر 
داقع شود » دد این صورت C¥N(< ۸08  :‏ 
۵- نیمساز زاویه ۔ نیمساز زاویه خطی است که از راس آن 
یم کند. هرزاوبه فقط ہك نیمساز 
دارد ؛ زرا که اگر 0€ ( شکل ۶ ) نیمساز زاویةُ ۸08 باشد و کسی 
ثصور کنب که ممکن است خط 
دىگرى » مثلاً 0€ نیز زاوبه 
را نصف کند ھی گو بم که اگر )0 
غر از 06 باشد بناچار در داخل 
شت كاز دوزا وه ۸0€ و ,C08‏ 
ثلا در داخل 008 واقع می‌شود و در این صورت ۸0€ <'۸0€ 
أست › يعنى '00 نىمساز نىست . 


بکذرد وان را به دوزاو به متساوی تق 


C‏ ۶ ے زاودة قائمه _ نیف 
زاو نه نسم صفحه را زاونه قائمه 
می نا هند . 

در شکل ۷› زاوهُ ۸08 
نم صفحه و 0€ نىمساز أن است 
وهرىڭ از دو زاونةُ 40€ و 80٣‏ قائمه است . 


شس ۷ 


۷- قضیه همه زاو به‌های قائمه با هم برابر ند . 


۹ 
برهان _ حون همه زاویه‌های سمتفحه متساو ین » نصفپای أ نپا 
دعنی زاو به‌های قاکمه › نبز باهم برأ بر ند 
۸ زاود حاده › 
زاوي منقر جه _ راوه کے 
کوجکتر اذ زاویۀ قاگمه را ن 
حاده و زاویه بزرگتر 
زاو يه قاکهه را متفر حه ۰ (شکل ۸). 
٩‏ زاو به‌های مچاور _ دو زاوبه که € 
در راس و يك صلع مشترك باشند واضلاع عير 
مشتر کشان در دو طرف ضلع مشترك وافع 
باشند» مجاور نامده می‌شو ند ما نند زاو به‌های 0 
B0€C „ A0B‏ درشکل ۹ . ۸ 
٥‏ جمع زوایا - برای جمعکردن ش ٩‏ 
دو زاویه ءآ نپا را چان پپلوی هم قرار می‌دهیم که مجاور شو ند؛ زاوی 
بن دو ضلع غيرمشترك ؛ مجمو ع آن دو زاویه است (شکل .)٩‏ 
AOB+BOC= : AOC‏ 
برای جمع گردن چند د ويه م ل ۱ د ۲ 9 3 (شکل٥٠الف)‏ 


را محاور ۱ و بس ازآن ٣‏ را »جاور ۷ د بد ۴ را مجاور ۴ » ی كنم 


کے کے ہے ا 


ش ٥‏ الف 


س 
تا 08 بدست آ بد ( شکل ۰ ں) : 
AOB 41 +1+€‏ 
۹-تفاضل دو زادیه_ 
4ھ برای بدست ورون تفاضل دو 
۴ ۵ ب زاو یه راس وبكضلم ىکیرا 
بردای وبك ضلع دیگری منطبق می کنیے بقسمی که دو ضلع دنگر ١‏ نپا 
B‏ در بك طرف ضلع مشترك واقع شونں ؛ 
زاو به دان دو ضلع غير مشترك » تفاضل 
دو راوه مفر وص است ٠‏ در شکل (١‏ 
OA —COA = BOC 1‏ 
ښش ٩٩‏ ۳ ذادیه‌هاک متمم ومکمل- 
دو زاو یه راکه محمو عشان یك قا مه باشل ٤‏ ممم بکدیگر ھی کو ند 
دو زاو برا که محموعشان دوا دمه باشد؛ مکمل سکدیکرمی ناهند. 
دو زاو يهکه ىك مکمل ( اىك ممم داشته باشند ا هم مساو سل 
۴۳- زاو يە‌هاق مجانب ‏ وو زاوی مجاور و مکمل را مجان 


۴- قضيه ‏ اصلا 0 ھم د د و ۶ . 1 
یگدیگر ند . ع عير مشتر د داويه مجانب » بر امتداد 


فرض : امه = م ات و 
» هجاور 8 است (شکل»)) . 


1 aa ORE K~" 2 : 
OO e ` aa > rR rq 4 


س١‎ 

بر هان ۔ ۸0€ که مسأوی 8ه است › ۲ فاگمه پعنی نیم صفحه 
ست » بس 0€ برامتداد 04 است . 

3 - قضيه - !گر اضلاع غير مشترك دو زاوی مجاور درامنداد 
بکد یکر باشند» دو زاو یه مجانیند . 

فر ض: 0€ بر امتداد .0۸4 است (شکل )١۳‏ . 

حکچ: فا مه e‏ 

برهان ۔ زاره ۸0€ ۰ 8 
که اضلاعءش بر امتداد یکدیکر ند» 
يك نیم‌صفحه است ‏ یعنی : فائمه ۾ . 1 
FP =‏ ش ۴۳ 

۶ قضية عکس ‏ اگر در دو قضبه شمارة ۱۴ و ۱۵ دقث کد 
متوجه می‌شوید که فرض ضيه اول با حکم قضيه دوم و حکم فضي اول 
بافرض فضة دوم یکی است. حجنن دو فضه را عکس بکدیکرمی نامند. 

عکس هرقضیه » قضیه‌ای است که فرضش تمام با قسمتی از حکگم قضیه 
اول وحکمش تمام یا قسمتی از فرض‌آن باشد . 

عکس یك قضه ممکن است درست باشد › مانند فة شمارة ١۴‏ 


۸ 


و عکس آن > ھمچنىن ممنکن أستٹ عکس فضه‌ای درست ناش . ملا 
می‌دانیم که : 

همه زاو یه‌های قائمه با هم مساویند . 

دراین قضیه » فرض این است که چند زاوي قائمه داریم و حکم 


این است که همه أ نرا با هم مساویند . 


¥ 
عکسقضه خسن خوآهل شد . 
همه زاو به‌هابی که با هم مساوی باشند ؛ قائمه‌اند , 
مید نید که ان قضه 3ر ست ن٬ست‏ 
حمله‌های شرطی بان می‌شوند . 
مثلا : اگرمٹلٹی متساوی|الساقین باشد» ذاویه‌های مجاور به قاعده 
ا هم مساو رند. بعضی ار فضا یا را هم که بظاهر شر طی نستند» مئل این 
وضه:( دوقطر مستطمل با هم درآ یر ذد €( می‌توان ده صو رن شرطی بیان 
کرد مثا ایتطور گفٽ : D»‏ اگر دو رأاره<حط فطرهای مستطل راشند ( 
باهم برا در ذک». درقضه‌هایی که ر صو رت شرطی مان می‌شو ند می توا نیم 
فرض دا شرط کافی حکم و حکم را شرطلازم فرض خوانیم . پساگر 
قضبه‌ای و عکس آن صحیحح باشند» فرض در قَضيةٌ اول شرط کافی و در 
قضة عکس شرط لازم خواهد بود. ار ايندو می‌توان یك قضبه وعکس 
همان قضه را با دکرشرط لازم و کافی مقدم بر فرط به صورت يك فضه 
ببان کرد › ما نند أن دوقصضه : 
شرط کافی 
اگراضلاع یك چهارضلمعی دو بدو متوازی باشند 
شرطلازم 


س ا صم 
دوقطر چهارضلعی منصف یکدیگر ند 


شر ط کافی 
کہ قف | گردوقطر يك چهارضلعیمنصف یکدیگر باشند 
شرطلاذم 


ا ا ا ی رر 
اضلاع جھارضلعی د ددو مٿو أ زيند 


xf 

که د این صورت ببان می‌ شود : 

قضیه - شرط لازم وکافی برای آنکه دو قطر يك چهارضلعی منەف 
بکدیگر باشند ۲ن استکه اضلاع متقا بل چهارضلعی دو بدو متوازی باشند , 

در حففث برای سات فضہه ای a5‏ د“ صورت شر طط لارم 3 کا فی 
بان شده باشد» بايد دو قضه تا بت کر د که عکس یکدیگر ند 

۸ - زاویه‌های متقابل به رس _ هر گاه اضلاع راویه‌آی بر 
امتداد اضلاع زاویۀ دیگر باشد» دو زاویه را متقابل به دس می‌تامند» 

e کے"‎ 1 

مانند ۸08 د 60 در شکل ۱۴ . 


۹ قضیه۔ دو زاو یه متقایل به رأس؛ A‏ : 
متساو ينك , 


فرض: 0€ برامتداد 04 و 00 بر 
امتداد 08 است (شکل۱۴) . 0 

€ B ÃAOB—=COD حکم:‎ 

برھان - 08 مکمل ١‏ است زیر ی ٠۴‏ 
که این دو راويه مجان هستند . به دلیل مشا به COD‏ نبز مکمل ١‏ 
است . مىدا نیم که دو زاویه که یك مکمل داشته باشند» متساویند. 

ÃAOB=€OD : بس‎ 

٥‏ ۔ قضیة عکس ۔ هر گاه از نقط 0 واقع برخط ۸٥‏ دو نیم خط 
8 و 05 دا در دو طرف آن چنان دسم کنيم که دو زاوي ۸08 و ٥05‏ 
متساوی باشند » 08 و 05 بر امتداد بکدیگر ند » بعنی دو زاوي نامبرده› 
متقابل به راسند (شکل ۱۵). : 

برهان _ | گر 0 برامتداد , 
0B‏ نىاشد» امتداد 08 را 0٥08'‏ 0 


می‌نامیم . دراین صورت : ش ۵ا 


۵ ۴ 


. و 08 را امتداد می‌دهیم تا به وضع 0€ و 0 درآ بند‎ ۸ | «COD = EOC «COD -- BOA قر‎ lel. BOC ‘BOA 
و ۸05 نز بك‎ €C05 حون در دو زاویه متساوی اخیر ضلع 0€ كى است› 09 بر '08 بدىپی است که هر ىك از سه زاویه °08 ,و‎ 
قائمه است ؛ بەدلىل اینکه با مکمل ۸408 با متقابل بە‌راس آن است؛‎ ١ . منطبق است؛ یعنی ([0 بر امتداد 08 است‎ 

۹ ۔ قضیه ۔ امنداد نیمساز هرذاوهء زاوی متقابل به داس آن را | پس دو خط عمود برهم با بکدیگر چپار ذاو قائمه می‌سازند . 


هم لصف می‌کند . ۴۴ قضیه _ نیسازعای 
دو زاو يه مجانب برهم عمود ند . 


قا مه سد 8 سإ بے 
فرض ^ 0‰ نىساز ON a‏ 
ئىمساز 8 است(شکل۱۹). 


فرض: ۸0€ د 505 (شکل۶)) متقابل به راس هستند د0۴ 
ع 8 نىمساز ۸0€ و 0۳ امتداد 0۴ است . 
حکم : 0۴ نىساز ([50 است. 


^ ^ 2 
بر ھان ١سس‏ ديرا متقا بل به راسد 


MON ٿ‎ \aمbiت‎ 


LL 
pg rg pre J mage, rr 


و ۲= بنا بەفرض ^ 
۸^ ۸ ¢ سے ل کسر 
و ۴= زیرا متقابل به سند | MOB=AOB=-,‏ 
^ ^ 5 ء ۰ بر هان ۔ ^ 
دس : ۴ج بعنے 0۴ راور د سے ۱ ج 
ل بعبی راډ ره BON= BOO‏ 
: 09 دا نصف می کند . ١‏ 
۱ ۳ کی . 
٤‏ دو را بطه را با هم جمع هی کیم : 
۳ - زوایای ین دو خط _ مھ دو حط ا NA‏ ^ ^ 
4 ج 5 قا مه ا 6 2 کے کے 
س ۱۷ . . 1 فار ج ~~ سے سے س | س جح 
متقاطع با هم چا زاویه می‌سازژند که دودو مدا ڪپ MOB BON = f=‏ 
مقا ل به راس و مساو د و هر دو راوه که 6 مسغله _ از یك نقطه 0 خطی ر خط AB‏ عمود کد 
متقابل به راس نباشند › مکمل یکدیگر ند ړاه اول استغاده 0 
۸ : (شکل ۱۷) . از تا گردن اغف _ کاغن را 
۴۳ ۔ خطوط عمود برهم هر اه چنان تا می کشم‌که تای أن 
1 دوخط باهم زاويةٌ قائمه بسازند ؛کویند دوخط بر0 بگدرد و دو جزم خط 


ش ١۸‏ برهم عمودند (شکل ۱۸) . | 8 بر هم منطبق شوند» 


۶ 
خط تا ی کاغذ بر ۸8 عمود است (شکل٥۲)‏ . 
راه دوم . استفاده از خط کش و گونیا ۔ خط کش را در کنار خط 
می گذاریم وآن دا ثابت نگاه می‌داریم و یك ضلع ذاویۀ قائمةٌ گونا را 
بر آن متکی می کیم و گونیا را | تقدر در امتداد خط کش می لغزا نیم تا 
ضلع دیگر زاویة قائمه‌اش بر 0 بگذرد ؛ خط که از 0 در کنار این 
ضلع گو ننا کشیده شود بر ۸8 عمود است (شکل۲۱) . 


ش ۲١‏ 
۶ _ قضيه ۔ از يك نقطه هميشه مى توان يك عمود بريك خط درسم 
کرد و طیچگاه بیشتر از یك عمود نمی توان دسم نمود . 
بر ھان _ ١‏ نخست فرص می۔ 
کنیم که 0 برروی خط ۸8 باشد(شکل 
۲)؛ 0€ نىماز زاوي ۸08 برB A‏ 
عمود است ؛ هر خط دیگری که ما نند 


شش ۲۲ رسم شود در داخځل یکی ازدو زاوي 

0C‏ و BOC‏ داقع می‌شود › س ذاویه‌ای که 0 با 48 مىسارد 
قاگمه نست ؛ یعنی 0 بر 8 ۸ نمی‌تواند عمود باشد . 

۲ - اگر 0 خارج ۸8 باشد (شکل٣۲)ء‏ خط 0H1‏ را به یکی 

از دو راهی که قبلا گفته‌ایم بر ۸8 عمودکرده و ان را امتداد می‌دهیم 


— ¥( 
و بردوی امتداد آن H0'‏ را مساوی 810 جدا می کیم ؛ بدیہی است 
کہ اگر شکل را در حول ۸8 تا کنم 810 بر'10 منطبق می‌شود و 
0 روی '0 قرار می گرد ؛ 0 


حال هر حط دیگری ما نند 
aS OM‏ بر 0 بگذدانیم» 
بر AB‏ نمی توا ند عمود B‏ د 
باشد؛ زیراکەجون شکلرا 
در حول ۸8 تاکنیم 0۷ 
به وضع 0'1 درمی | ید د 
ڏو O'MH:» OMF sl)‏ 


که برهم منطبق می‌شو ند را هم برأبر ند؛ آما مجموع این دو راو ره تیم 
صفحه نبست » ديرا که 0 و ۷1 و'0 بریك امتداد نستند ؛ س 01٤‏ 
نمی توا ند قائمه باشد . 

۷ - جرت زاویه ‏ همانطور که برروی یك خط ممکن است 
جہت مثبت ومنفی قال شورم» بردوی یك صفحه نیزمی‌توان جېت مشت 
3 منفی فال شد . دراین صورت راويەهایی که در ان ص فحها نں دارای 
حت مشت یا می خواهند بود . 

ساعتی را برروی صفح ة کاغذی قرار دهید یا در روی صفحه نگاه 
دارید و دقت کن که عقر به‌های آن به کدام طرف میحر خند . 

ممکن است حت گردش عقر به های ساعت را پر روی صفجحه 
حت مثەت بامنفی اختیار نيم . معمولا حت حر کت عقر به‌های ساعت 


را حجہت منفی » ودر نتسجه جہت مخااف حر کت عقر به‌ها را مثیت اختار 


-A-— 
. می کنند‎ 
اکنون زاویه‌ای را که بین دو نیمخط 0۸ د 08 تشکیل می‌شود‎ 
در نظر می‌گیریم ( شکل ۲۴ ) . تا وقتی که برای ذاویه جہت در نظر‎ 
اما وقتی که‎ “ BOA بخوانيم يا‎ AOB نگرفتها یم ممکن استآن را‎ 
. مختلف الحرت هستند‎ BOA و‎ XOB برای راویه حت قاکل شوم‎ 
جت زاويه را به آين قسم تعيين‎ 
سے می کنیم که ضلعی را که اول اسم‎ 
می بریم» در حول راس به طرف‎ 


۸ 4 
ضلع دیکر دوران می‌دھیم اگر 


0 اين دوران در حت مشت صفحه 
س۴ ۲ 


8 A 


باشد» جہت اویه مشت است وا گر 
در حپت منفی صفحه باشد؛ حپت ذاو یه منفی است . درشکل ۰۲۴ جت 
8 مشت وجرت 80۸ منفی است . 

۸ ۔ اندازه‌گیری زاویه - واحد زاویه › زاوی قائمه است . 
اما جون این واحد خیلی بررگی است» آن را به احزای کوجکتری 
تقسیم می کنند و آن جزء کوچکتررا واحد زاویه می‌گیر ند . 

۹ . درجه و اجزاک ]ن درحه 2 زاویه قائمه است. احزای 


س م ا 1“ 
درجه عبارتند ار دقیقه که 2 درجه است و انيه که ج دفيقه يا 


u‏ نح در حه است . أین دققه و ثانبه را شصت گانی یا شصت 


هل 8 0 Mm f‏ 
علامت درحه و دققه وتا ننه » بطوری که مدأ نید د و استٽ 


که در گوشۀ راست و بالای أندارة راویه می گذارند . مأئلد : 


٩ ۱۵ ۲‏ 
که ځوانده می‌شو د ۲ درحه وھ دفرقه ھ» Pv‏ ا نره . 

٥‏ ۔ راد و اجزا گی آن گر اد سے زادیۀ قاگمه است.اجزای 
گراد عددهای اعشاری شستمد و بعد ار همعز نو سنه می‌شو ند . گاھی-- 
گراد را دقیقۂ صد قسمتی و س دقیقۂ صد فسمتی را انی صد قسمتی 
می گویند . علامت گراد 6 است که در طرف راست اندازة زاویه می 
گذٰارند . 

۹ . رابطۀ بین درجه و راد - ٩۰‏ درحه و ٠٠١‏ گراد› 
هردو › یك قائمه‌اند . س هردرحه مساوی ج کے گراد است . بنا 
براین اگر بخواهیم راویه‌ای را که بر حست درحه پان شده است به 
گراد تہدیل کنیم کافی است اندازة درجه را در ضرب کنم. 

مثال : زأویه ٠‏ به‌این رتبب به‌گراد تىدیل می‌شود : 


lo ofo 
OX ۹ = 0ء‎ 


همچنین اویه ۲۷ ۱۸ به این ترتیب به‌گراد تبدیل می‌شود : 
(o, YJ \o o ۱‏ 
a ۵‏ س س س = س / 
AX TF < Yee Yo ۷ / G‏ 


۹ ٩ 
و تین یك گراد مساوی ۹ر = کر درجه است.‎ 


۱ o 0 


بنا براین‌ برای اكه راویه‌ای راکه بر حسب گر اد بان شده ا ست 

رحست درحه بیان کنیم» کافی أست أ ندارۂ گړاد را در ۹ر ه صرب كنم . 
مثال : زاویۀ ۶٥‏ گراد بر حس درجه حن می‌شود : 
Xo =F‏ £0 0 


وسر ۵ ٥‏ گراد لر سے در حه جسن می‌شود : 


o 
(۰) (oA Xo A= FD 


۴ 4 1 8 7 
و حون دا به کسر ی که محر جس 0< ست مدل دنم 


× ھ۴ 

1 oo ب‎ o 

x= ۷ 
Yo A= \A YY : دس‎ 


| گر اد در جه 


مشه باد دا شه راشىد که : 


1 
1 


9 ار این را رطه برای ئىدیل یکی ره دیکری استفاده کنہد ۰ 


١‏ - دو نیم خط که مبداً مشترك داشته باشند. شکای می‌سازند که زاویه 
نام دارد ۰ 

۲ زاوی نیمصفحه زاویه‌ای است که دو ضلش برامتداد بکدیگر ند . 

۳ ههه زاویه‌های نیم‌صفحه باهم برآبرند . 

۴ نیمساز زأویه» خطی است که ازراسآن بگدذرد وان را به دو زاوة 
متسادی تقسيم کند . هر زاو يه فقط يك نیمساز دارد . 


۵ - نصف زاويه نیم ص حه را زاویۀ قأئمه نامند . همه زوایای قا مه ا 


هم پرا یں ند . 
¥ زاو ية کوجکتر از لیم ع قحه را معدلل و زاوه بزر کتر أز نیم صفحه 
را مقعر کو یلد 


۷ دو زاده را مجاور گویند در صودتی که راس و يك ضلع مشترك 
داشته و اضلاع غبرهشتر کهان در دوطرف ضام مشترك وأقع بأاشند . 

. دو زأويه را متمم گو ید وقتی که مجموءشان بك قائگمه بأشد‎ ٨۸ 

. دو ژاویه را مکمل گویند وقتی که مجموعشان دو قائمه باشد‎ - ٩ 

. دو ذاوی مجاور ومکمل را مجانب گویند‎ - ٥ 


۳۹ 


. م اضلاع غير مشترك دو زاوی مجانب» برامتداد یکدیگر ند‎ ١ 

۲ - نیمسازهای دو زاویة مجانب؛ برهم عمودند . 

۴ - هر کاہ اضلاع زأویه‌آی پر امتداد اضلاع زاویه‌ای دیگر باشد» دو 
زادیه را متقابل به راس گویند . 

۴ - دو راوه متقابل به رأس» مثساویند . 

۵ - امتداد نمساز هردادیه › زاوبۀ متقَا بل ډه راس ن را هم لصف 
می کند . 

۶ دو خط را برهم عمود گو رد وفٹی که زاویۀ قائمه بساأزند . 

۷ اذيك نقطه فقط يك عمود می‌توان بريك خط رسم کرد . 

۱ 


قائمه را | دقیقه و ل دقية 
۱۸ - مه را درحه و A‏ س ا 
قا ج 2 ن درجه را دفینه و ين دقيقه را ثا نيه 


۱۹ س قأئمە را گراد می نا مند 

0 — اجزای‌گر اد دهم گراد صدم گراد 9 ... أست . 

لمرن 

۹ س ئىمسازهاى دو زاو به مجاور د ممم ؛ باهم حه زاأویه‌ای می‌سا ز ند‎ ١ 

— اکر دد زاو ية معحأور مکمل با شند ( زاو يه دين نيمسا زهای آ نها 
حقدر أست ؟ 

۴ اگ دو زاوی مجاور ۴۵° و۳۵ باشنهزاویة بین نیمسازهای این 
د زاو به جفدر ست ۹ 

۴ متمم زاویه‌ای سه برا بر آن است ؛ آن زاویه جمدر أست ؟ 

۵ - تفا ضل دد زاو ره متهم ۹ است ؛ هر يك جعدر أست ٩‏ 

۶ تقاضل دو زاو یه مکمل ۹٥‏ است ؛ هر يك حدر أست؟ 

۷ ار دو زاو به مکمل یکی هشت برا یر دیگری أاسیت ٤‏ ھر یك حدر 
ست ؟ 

۸ زاویة حادة 8B‏ را ہساذید ؛ از 0 نیم خط '0۵۸ را بر 0۸ 
د نیم خط 0B'‏ را بر 0B‏ عمود کید بسمی که سه نیم خط OB' « OA'‏ 
OB 2‏ در يك طرف Lb OA‏ امتدادآن بأاشند ٤‏ ا بت کید که : 

XOB= AOB' (1 

11( نيمسا زهای نها ڊرهم عمو د زک ۰ اکر KOB‏ منعر حه بأاشد ( مله 


i‏ وا 
۳ شندسه چهارم ر یاصی 


به جه صورت ديل همی‌شود 
٩‏ زاویه‌های 0 ر | که ره 2 از دو واحی‌گراد و در جه موده شده 


TET 1 WE FOCI GREET 
گراد‎ ٢ گراد ۷۵ گراد‎ ۲۲/٥۵ 
گراد ۵ گراد‎ ۵/۵٥ 


0 از دو زاویۀ E‏ ی ۷ وق اد گر ئ ست ٭. هر يك جد 


گرا ست ٩‏ 


صل چبا دم 


دآیره 


٩‏ - دایره خط منحنی مسطح بسته‌ای 
است که تمام نقاطش از نقطه تابتی واقع در 
صفخة آن» به يك فاه باشنتن:: 

نقطة ثا بت را مر ګز دایره:0 (شکل))) 
و أندازة فاصلة مشترك نقاط منحنى از مركز 
راکه مقدار ثا بتی‌می باشد»شعاع دایره می نامند 8 


فیس ن واک ما و و کک ایی ار ر که 
دایره به أنداره شعاع باشد» روی دایره است؛ و هر تقطه که روی دایره 
باشد» فاصله‌اش از مر کر به ا ندازة شعاع است؛ پس نقاطی که روی دایره 
نیستند» فاصله‌شان هم از مر کز به اندارۂ شعاع نیست . 

منحنی دایره صفحه را به دو تاحه تقسیم کد کک این منحنی 
جة فاضا اکا . ناحىه‌ای را که شامل مر کن دایره است » ناجه 
درون داړره و ناحه د را ناحىه بير دن داډره می خو ا نند 

فرض می کنیم که 1[ نقطه‌ای باشد در ناحیۀ درون دایره؛ امتداد 
0M‏ دايرە را در M'‏ قطع می کند؛ M<OM'  OM'=R‏ 0 › يعى: 

OM<R 


است از شعاع ف وابرة . 


_ 
و نز گر نقطه ٩N‏ را در ناحبه برون دایره فرض کنیم > 0۸ 
دایره را در" قطع می کند 0N < 0N‏ عى ‘0N < R‏ س : 


فاصله هر نقطه که بير ون دایره باشد از مر کز دایره» بز د گتر است از 
شعاع آن دایره . 


N‏ دایره را معمولا به نام مر کزش 
433 می‌خځوانند مانند دایرة 0 (شکل ۲) . 

۸[ : ۳ قطر - هر خط مانند ۸8 
ر (شکل ۲) که برمر کزدایره بگذردو از 
شب دو طرف به دایره محدود شود » قطر 

نامىده می‌شود ؛ قطر دو برا بر شعا ع أاسىت . 

هر گاه صفحۀ دایره دا درحول قطر دایره تا کیم دو جزء دایره 

برهم منطبق می‌شوند ؛ زیرا که اگر قرار باشد یك نقطه از يك حرْء› 
برجزء دیگر واقع نشود » یا در درون دایره است یا در خارج آن ودر 
هردو صورت» فاصله‌اش اذ 0 نمی‌تواند مساوی ۸ پاشد › در صور تی که 


مسادی R‏ ست ؛ دس دوحرعغ دایره برهم منطبق می‌شو ند و بأاهممساويند. 
بنا بر این : هرقطر > دایره را نصف می کند . 


۴۳ دایره های متساوی ‏ همه دایره هایی که ا بك شعاع رسم 
شوند» با هم مساویند ؛ زرا که اگر مر کزهای انیا را برروی هم درار 


دهم خود ا نپا برهم منطبق می‌شو ند . 


گمان با قو س » ولو » اور مر گڑی 


۴ _ قوس _ فسمتی از دایره که با دو نقطةُ ۸ و 8 اذ آن دایره 


-4_ 
محدود شود › قوس یا کمان 8 نامدە سی‌شود . جون بسن ۸ و 8 دو 
قوس وحود دارد » برای تمیز دادن آنا از یکدیگی هریك را پا سه 
حرف می‌خواتیم ؛ مانند قوس ۸18 و قوس 8 ۸N‏ در شکل ۲ . 
علامت قوس س است د ۸08 يعنی‌کم‌ان ۸18 . هروقت که قوس 
با دوحرف خوانده شود مراد قوسکوجکتری است که بن آن دو حرف 
قرار دارد . 

8 - وتر باره‌خطی که دو انتپای قوسی دا به هم مر بوط می - 
سارد» وتر است . 


8 M 


N 
۴ ش۳ شس‎ 

۶ قوسهاک متساوی ‏ فرص می کذم که دو قوس ۸8 و €5 
(شکل ۴) با یکدیگر برابر باشند و بخواهیم | نا دا برهم منطبق ساذیم؛ 
دایرۂ 0 را چرخی فرض کندکه درحول محوری که برمرکزش 
گذشته و برصفحة ان عمود باشد دوران کند ؛ بسولت درك می کنید که 
دایرۂ محیط این چرخ پیوسته برروی خودش تغیبر مکان می‌دهد. حالا 
فرض کنید که 65 را ثا بت نگاهداریم ودایره دا آ نقدر درحول مر کزش 
بچرخانیم که ۸ بر © واقع شود؛ جون دوقوس متساویند» 8 هم بر0 


قرار می گرد و دوقو س متساوی › بریکدیکر منطق میسو ند . 


۳۶ 

اگر بخواهیم دوقوس متساوی از دو دایرة متساوی‌را برهم منطبق 
کیم » مرأکز دوایر را منطبق می‌ساریم > بدیپی است دو دایره برهم 
داقع می‌شوند؛ حال یکی از دوایر را درحول مر کن آ نقدر می چرخانیم 
که ڈوسپای متساوی » مانند قوسپای ۸8 د ٥۵‏ در( شکل ۴ )» برهم 
منطبق شوند . 

۷- جمع و تفریق قوسا - جمع و تفریق قوسا » شبیه به 
جمع د تفریق پاره‌خطپاست . در شکل ۴ 8€ +۸8 A€=‏ و 
AB-AC—BC‏ . 

۸ - زاویة مر ګکزی - هرذاویه که رأسش در مر کن دایره باشد › 
زاویۀ مر کزی نام دارد . قوسی از دایره که بین نقاط تقاطع دایره يا 
اضلاع یك زاوی مر کزی محصور است» قوس مقا بل آن ذاویثمر کزی 
است و آن راو یه هم زاویةٌ مرکزی مقابل به‌آن قوس نامیده می‌شود 

۹ قضبه۔ هر اه دد دایره‌ای دو زاوی مرګزی مساوی باشند› 
قوسهای مقابلشان نیز متساو بنك . 
فرض : X08=€05‏ 
حکم : 5)€=۸8 (شکله). 

برهان - یکی از دو زاویه را 


نا یٹ نکاه می‌داریم ودایره را در 


. 8 °| 0 . . 
تا يك ضلع ذاویۀ دیگر بریك ضلع زاویۂ ثا بت فرار گرد و دو زاوړه 
در وك طرف أن ضلع وافع شوند ؛ بدیی است که جون دو زاوږه 

ا [ سے : ے 
متساو ند 4 اضالاع دیکرشان لمر برردی هم قرار می ڈمر ند ٤‏ در اجه 


¥ 
شاط ۸ 5د C‏ برهم د اط 8 د 5 نبز برهم واقع شده و کمانای ۸8 
CD 5»‏ رھم منطق می‌شو ند؛ بعنی دوفوس؛ متساد ید . 


› ۔ فضي عکس هر گاه در دارره‌ای دوقوس متساوی باشند‎ ٥ 
» زاو بەهاق مر کزی مقا بلشان مسأو دند‎ 


فورض : €5 = ۸8 (شکل ۵). 

. X0٥08=€0( حكم:‎ 

بہرھان ۔ بك قوس را ابت ناه میدادیم و دایره را أ نقدر در 
حول مر کزش میچ رخانیم تا قوس دیکر بر فوس ثا بت منطىق شود؛ در 
نجه دو راوه مر کزی بریکدیکر منطمق می‌شو ند » یعنی متساویدد . 


١د‏ نتیچه ۔ هرقطر › دایره را به دوقوس متساوی تقسیم می کند 
که ريك از ٣‏ نها مقابل به یګ زاوی نیم صفحه است. 

۳ - قضیه - هر اه دردایرهای دو زاوبه مرکزی متساوی نباشند »› 
قوس مقا بل به زاوی بز ر گتر »› بز د گتر است از قوس مقا رل بەز او يکو چکتر 


(شکل ء) . 
رض : BC AOB>COD‏ 
حکې : D AB>CD‏ / 
برهان اکر دایرہ را | نقدر A‏ 
بچ ر خانم که 0€ بر 04۸ قرار 
گرد و دو زاویه در بك طرف 
04 واقع شونه؛ ضلع 0 در شب 
درون زاویه AOB‏ میا فتد ونقطه 5 بن ۸ د 8 واقع می‌شود» یعبی: 


AB>CD 


۳A 

۳ ۔ قضیۀ عکس ۔ هرگاه در دایره‌ای دوقوس نامتساوی باشنده 
قوس بز رگتر مقا بل است به زاوی مرکزی بز ر گتر . 

فرض : €5 <48(شكل ء) . 

.AOB> COD : n> 

برھان _ 'ڈرKOB‏ ا05 بز رکتر نباشیء یا با آن مساوی است 
یا از آن کوچکتر است ؛ هر گاهء €0 = ۸08 باشد ۰ (€ =8 A‏ 
و این خلاف فرض است؛ و اگر ۸08>€05 باشد› €5 > AB‏ 
و این نیز خلاف فرض است ؛ س بناجاد €0 < ۸08 است. 

۴ ۔ طریقة استدلال خلف _ استدلال قضة شمار؟ ۱۴۳ را بار 
دیگر با دقت مطالعه کد ؛ می نید که این طرز استدلال با استدلال 
سایر قضایا تفاوت دارد . در قضایای دیگر خاصیتی دا که می‌ځواستیم 
ثا بت کنیم»مستقیما ثا بت می کر دیم؛ اما دراین قضیه مستقیماً ابت نکردیم 
که ۸08 اذ 0(9 بزرگتر است » بلکه نشان دادیم که ۸08 نه 
می‌تواند با [0) مساوی باشد و ته از آن کوجکتر » پس بناجار از 
ان بور گتر اسٹ . 

این طرر استدلال راء که به جای اثبات مستقیم قضیه‌ای » ٤ا‏ بت 
می کیم که لاف حکم آن درست ‌نست» خلف را بر هان خلف می نامند. 

طریقة برهان خلف دربسیاری از قضایا بکار می‌رود . 

زاو نه و دایره 

۵ - دو خط عمود برهم © و'٥‏ چپار زاوي قائمه به داس 0 

می‌سازند ( شکل ۷) . به مرکز 0 و شعاع اختیاری ۸ دایره‌ای رسم 


می‌کنیم . 


۳4 
ازتقاطع 0 و'( با این دایره چہارقوس متساوی تشکیل می‌شود؛ 

زیرا که زاویه‌های مر کزی آنا با هم مساوی هستند . هریك از قوسا 
ج دایره است . اگ دایره‌های دیگری هم به مر کز 0 درسم کیم قوس 
هریك ازا نړاکه بین دو خط D‏ و '0 محدود شود همان دایره است 
(گاهی به حای‌دایره گفته می۔ 
شو د محیط دایر ه) نىمسارهای 
زوایای دو خط را رسم می کیم 
نا دایره‌ها را قطع‌کنند. قوسی 
كەبىن هریك ازاین نیمسازهاو 
هر يكازدوخط D(‏ و'0 محدود 


می‌شود۔- محرط دایره است . 


ش ۷ 
په همین تر تیت هر حه زاویه‌ها راکوجکتر کنیم قوسپاکوچکتر 


می‌شو ند. اگر زاویه‌های رك درجه‌ای حداکنیم» هریك از ۴ زاوی قائمه 


به ۹٩‏ زاو يه یك درحه‌ای تقسیم می‌شو د و ھر جم ار زاو به قاکمه با هم 
دایره را به ۳۶۰ قوس متساوی تقسیم می کنند که هریت چې أن دایره 
است . پې هردایره دا واحد قوس همان دایره اختار کرده‌اند . 

به مناسیت دا بطه‌ای‌که بین زاویۀ مر کزی و قوس مقا باش وجود 
دارد» وإاحد قوس را به همان نام واحد زاویه. عى درجه » نامیده ا ند. 
س دایره » مساوی ۳۶١‏ فوس یك درحه است . چ قوس یك درجه را 
قوس یك دقیقه و س قوس یك دقیقه را قوس یك ثاتیه می‌گویند . 


دق ت کنید ! معمو لا در پان درجۀ زاویه (واحد راویه) و درج 


د 
قوس ( واحد قوس ) ؛ نوع درجه را نمی‌گویند ؛ پعنی درجۀ زاویه و 
درحه قوس »› هردو را واا وة می‌گویند . شما بايد سعی کید که 
آنا دا باهم اشتباه نکنیك: 

همانطور که برای زاویه واحدی بنام گراد بکار میرود که ل 
زاویۀ قاگمه است » برای داحد فوس هم از گر اد قوس استفاده می‌شود 
آن لے محبط دایره ا 

۶ مکان هندسی _ در 
هندسه » گاهی به عدةٌ بیشماری 
تقاط برمی‌خوریم که خصیصه › با 
ف فش کے ازنك مانت 
قاط دایره که همه از نقطة ثا بتی 
به فاصلۂ ۴ هستند . 


شض ۸ مجموع نقاطی که دارای يك 
خصبصه یا صت مشةر ك ا ا و ا این شل دا 
مکان هندسی نقاطی که دارای آن صفت هستند می‌نامند ؛ بنابرآاین 
دایره را می‌توان جن تعریف کرد : 

دابره مکان هندسی نقاطی است که از یك نقطا ثابت به نام مرکز»ء به 
فاصله ثا بتی موسوم به شعاع باشند . 

IIE‏ اعت ا واا ا اکل 
مسائل زياد استفاده می‌شود. برای اینکه شکلی مکان هندسی باشد» با ید: 

اوا ا ا ا نازا حت م ا 


ثانناً - هر نقطه‌ای که دارأای أن فت اشن برروی آن شکل 


کا 
باشد . یعنی در حقیقت هم ال فضیه درست باشد و هم ف اة 
عات ا واو ت 
مثا دایره یك مکان هندسی است ؛ زیرا که اگر شعاع آن دا 
۸ بنامیم» الا هرنقطة آن ازمر کز به فاےلةٌ ۴ است و ا نیا هر تقطه که 
امرگ افا R‏ باقه زو ان است: 


خلاصة مطا لی رم ؛ 


E E OE E E a 

ا بئی واقع در صفح آن» به یك فاصله باشند . نمَطۀ ثا بت را مركز و أندازغ 
فاصلة مشترك نقاط ماحنی ازمر کز را شعاع می گویند . 

هر خط که از مر کن دایره بگذرد و به دایره محدود باش » قطر 


اھ 


دایره نامیده می‌شود . 

۴ هر ةطی؛ دایرہ را نصف ھی کند . 

۴ فسمتّی از دایره‌که به دو ثقطه محدود شود؛ کوس دایره أاست . 

ا ھن 5 ت واش هر 5 د ایر عاشة : 

اگ در یك دایره دد قوس متساوی باشند » دو زاویة مرکزی 
مقا بلشان متسأوبند . 

¥ هر کاه دريك دأدره دو اويه مر کر ی اا بأ شد قوسهای 
مقأ بل | نها متسأو ينك . 

و ا ورو ا وو واا ھک او ا ی ل 
به ذاویة بزدگتر › بزرگتر است ازقوس مقا بل به ذاويۀکوچکتر . 

٩‏ - مجمو ع نقاطی که دارای يك خاصیت مشترك باشند؛ شکلی بوجود 
ھی آوزند : این شکل را مکان هندسی ,تقاط کہ ذارای آن :حاضت تند 
می نأمند . 

٥‏ - دایره ؛ هکان هندسی نقّاطی است که از يك نقَطۀ ثابت به نام 
مر کز» به فاصلۂ ثا بی بأاشند . 

تمرين 


ا كما ئها را که به واحدهای پايين تر داده شده أ ند > يك واحدی 


کے 
بالاتر تبدیل‌کنید : 
ra YEN YY FREY‏ 
۔ حاصل این‌کمانها را تعیین‌ کنید : 
E KE FW" FF" a‏ 
A" + #‏ ۳ 
AT A ' FA" F۵ °"‏ 
این کا ھا را اه و د : 
FW RoE" FF FF ©‏ 

8 ت أبن كما نها را به در جه و اجزای!ن تھ یل کد : 
۳ ا گراد ۰ ۳۹۹۴ گراد ؛ ۷۳/۲۸ گراد ۰ ۵۳/۲۵ گراد . 
ھ ‏ این کمانها را دو بدو ہا هم بسنجید د تعیین کنید کدام بزر گتر 


1 
4 + 


اسک 
۵ ۷ با ۸۶ر۲۴ گراد ؛ ۶ھ گراد با ۴۹۲ » ۵ء با ۳بگراد. 

: تعیین كنيد این كما نها جنك در ھأ زد‎ E 

کو یو ر وای ی کک ای م کے و سی و 

#0 8 0 hi ۸ 

5% تر کید هر بك ادا ای تمر ين رالا دناڏ اس + 

کے کا مدتهای E‏ عقر ده دقىقه‌شمار فا ع جذد در جه طی می کنں : 

یك ساعت و ۲ دقیقه » ۳۷ دته » ۴۵ دقیقه › ۲ سأاعت و ۱۷ دقيقه , 

۹ عر به اکتا شار ادن ھر سأاعت حټد در جه طی می کند ٩‏ هر درتته 
را در جەمدت طی می کند؟ کما ئی که درمدٽت ٧۸‏ دمه طی کی ن حقدر أست؟ 
درجه مدت کمان ۲ ١‏ طی ھی کند ؟ 


١‏ ۔ چند ضلعی»؛ خط شکستۀ بسته‌ای است. هرك از داره‌خطا 
را يك ضلع › نقطة تقاطع هردوضلع متوالی را يك رس › زاويۀ واقع 
4 هردوضلع متوالىرا يك زاوية 
داخلی » داویه بين هرضلع و 
امتداد ضلع مجاور آنرا يك زاوية 
خارجی و هرخط را که دو راس 
غیرمجاوررا به‌یکدیگرمر بوط کند» 
یك قطر جندضاعی می‌گویند (شکل 
E‏ 

حادضلعی ممکن است معدب 
با مقعر باشد؛ جندضلعی محدب ان 
ا ا هجك از اضالاعش 
ڈر داشل آن قرار کیرد پا نک 
خط قاطع غیرمشخصی آن را فقط 
در دو نقطه قطع دند 8 
جد ضلعی مقعر امتداد برخى ارز 
اضلاع یکا ا واقع کی 
ف : شس 


نام حندضلعی از روی تعداد ضلعرای ا معن می‌شود Ar‏ 


۴۴ 
: وول رھ تاه 


بنج ضلعی » هفت صضلعی » دوارده ضلعی ی و برخی 
حرار ضعا نام مخصوص دارند . 
٣‏ ۔ مثلٹ و اجزاگ آن - ساده‌ترین حند ضاعرا » سه ضلعی 
است که آن را مل ٹ‌گو یلد . مثلٹ سه ضلع سه راس و سه زاویه دارد . 
خطی مانند ۸۴۳1 ء که از یك راس مثلث عمود برضاع روبروی آن فرود 
آیدء ارتفاع نظر أن راس مثلث ا ارتغاع وارد بر أن ضلع؛ خو اذكه 
می‌شود. خطی مانند ۸۷ که یك راس را به وسط ضلع مقابل ]ن روصل 
کند میا نة مثلث نظیر آن ضلع است. خطی که زاویة داخلی مثلث دا نصف 
کند» نیمساز زاوی داخلی 
است. نیمساز زاوی خارجی» 
خطی است که زاویه خارحی 
مثلث را نصف کند. عمود 
۴ منصف حرضلع مثلث خطى 
است که در وسط أن ضلع 


مشلٽ» بر آن ضلع عمود شود( شکل ۴) . 


سے ضلع 9 سے راوه را اجز ای صلی مث وسادں احرا ھا نك 
س ارتفاع » دس مما نه › اڭ نہمسار راوه داخلی ) سه نىەسار زاو 
حارحی و سه عمود معصف را اجر ای فرعی مثاتث می نامند : 

هریك از زوایای مثلت را با یك حرف بز رگ و ضلع دوبروی 
ان را یا همان حرف › اما کو حك ( نما رش می‌دهند ( مانند ضلع a‏ که 


روبروی زاویه ۸ است . 


۴۵ — 
۳ -انواع مثلث _ اگر سه ضلع مثلٹی متساوی باشند » مثلث 
متساویالاضلاع واکر فقط دوضلع ان متساوی باشند» متساوکالساقین 
ات . هر رك ار دو ضلع مساوی را يك ساق و ضلع دیکر را فاأعیڅ 
مشلاتث متساوی| سافن می نامند , اگر يك زاو یه مثلٹی قا مه باشد: ماث 
را قائالزاویه و در این صورت › ضلع روبروی راویۀ قائمه را وتر 
مے نامند . 


ی 


خو اص ماف «شساویالسافین 


۴ قضيه در مشلث متساویالساقین زاوبه های ړو بروی دو ساق 


با هم برابرند . 
قرض : ۸€ =8 ۸ 4 ۸ 
(شكل ۵) . 
حکم C=B:‏ 
بر هان ۔ مثلٹ)٤8‏ ۸ 
دا برمی‌گردانیم ٿا به وضع 8 ,¢ 0 B‏ 
A B,C,‏ در آ ید ٠‏ إلى ش ھ۵ 


است که € ۸B == A B= A۸ ° = A‏ . مثلث B)€,‏ )۸ را بر روی 
A B€‏ مىتقل می کیم بطوری که اضلاع زاویه 4 بر اضلاع زاویه A‏ 
واقع شوند. مسلم است که دراین صودت © دوی 8 و ,8 روی © قرار 
می گرد د دو مثلت منطىق میسو نل سس = B‏ ؛ اما B,‏ در حفىقت 


a 
: است » بنا برآین‎ 8B 


۶ 


۵ - قضية عکس ‏ اګر در مثلٹی دو زاو یه مساوی باشند» مثلٹ»› 
مساو ی الساقین است . 


رض : B=‏ (شکل ۵) . 
برهان _ باز مثلٹ 8€ ۸ را بر می گردا نیم تا به وضع A B,C,‏ 
درآید. با توجه به فرض قضيه مسلم استکه : . 
B= B=C€=C,‏ 


حال مثلٹ ۸,8,٥0,‏ را بر ۸8€ تقل می کیم بقسمی که ,8 
بر٣‏ و ,€ بر 8 واقع شوند. از تساوی دو ذاویة ,8 و €؛ لازم می ید 
که BA‏ بر دوی 6۸4 واقع شود ؟ به دلیل مشابه ,0,4 رزوی 8۸ 
قرار می‌گیرد ؛ در نتیجه 4 هم بر دوی ۸ می‌افتد و دو مثلٹ منطبق 
می‌شوند » پس ۸8 = ,۸€ ؛ اما ,۸€ همان ۸€ است؛ پنابراین : 
AC=AB‏ . 


حالتپای تساو ی دو مثلفث 


۶ ۔ دو مثلث درسه حالت با هم برابر ند : حالت اول » وفتی که 
دوضلع و زاوي بین | نہا از يك مثلث با دو ضلع وزاویة بین | نما از مثلث 
دیگر برابر باشند (ض ذ ض) . حالت دوم » وقتی که دو زاویه و ضلع 
بین نہا از يك مثلث با دو زاویه و ضلع بین آنہا از مثلث دیگرمساوی 
باشند ( ز ض ) . حالت سوم › وقتی که سه ضلع يك مثلك با سه ضلع 
مثلث دیگر مساوی باشند (ضضض) . 

۷- حالت اول - قضيه - ار دوضلع و زاويه بین نها از يك 


۴¥ 
مثلٹ با دو ضلع و زاوی بین ۲ نها از مثاث دیگر مساوی باشند : دومثلك 
متساو ينك , 
A'B' = B‏ (شکل ء) 
فرت | ق 


B'C'= BC 
A ABC=A A'B'C' : a> 
پر‎ 8'٤ ' برھان _ ' € '8 '۸ را بر 8€ 4 نقل می کیم بقسمی که‎ 
8 باشند . از تساوی‎ 8٤ منطبق شود و هردو مثلث در یك طرف‎ 8٤ 
و '8 لازم می أ ید که‎ 


A A 
واقع‎ BA aرB'A'‎ 
N N شود» و چون با ان‎ 
8 cB cC مساوی است › ' ۸ پر‎ 
۶ شس‎ 


روی ھ قرار می گرد 


۸ - حالت دوم ۔ قضیه - اکر دو زاو یه وضلع بین آ نها از مثلئی 
با دوز او به وضلع ډین آ ٹھا از مثاتثف دیگر در ایر باشند» دومثاث متسأو یند. 


A (شکل۷)‎ B= B' 
8B) = 8'€)' فرض م‎ 

C=C 
AABC= TUB C' 


برھان ‏ '€'8 را بر 8€ نطق می کن ا مساوی بودن'© 
و نتیجه می گیر یم که ' 0'۸ برړوی 0۸ واقع می‌شود. به دلیل مشا به 
B'A'‏ ژر BA‏ فر ار می گرد س A‏ بر۸ ودر نجه مثلث A'B'C'‏ 


A‏ هندسة چهارم رإاضی 


بر ۸8€ منطق می‌شود و دو مثلث متساو س . 
٩‏ ۔ حالت سوم - قضیه ۔اگرسه ضلع مٹادی با سه ضلع مثلٹی دیگر 
مساوی باشند » دو مثلث متساویند (شکل ۸). 
فرض : A,B, —AB ‘ BC =BC : AC = AC‏ 
AA, B,C, =4 ABC : qs‏ 


۸ 


# 
1 
/ 
ا 
/ 


C 


٩ 
N 


۱ 
۱ 
1 | 
* ا x‏ 
۳إ 


ا 
N‏ 


XG 
I # 
م‎ 


۸ 
A, 


ش۸ 

برھان ۔ 8,€C,‏ ۸ را بی می‌گردانیم تا به شکل ۸'8',٥'‏ 
در آبد. 8'٥,‏ دا برمساویش 8٤‏ منطبق می کنیم. دو رس ۸ و ,۸ 
در دوطرف 8٣‏ قر ار می‌گیر ند و شکل» به وضع ۸8۸,٤‏ درمی أ ید. 
از ۸ به ۸ وصل می‌کنیم. چون ۸8 = ۰۸'8 ۸84 مثلٹی 
متساوی الساقین و بالنتجه = »و چون ۸€ =0 ۸1 ۴ = ۴ 
بس ۸ک .اما A‏ همان A,‏ است؛ بنا براین ۸ = ۸ و دومثلٹ 
BC‏ د B,C‏ ۸ به حالت ض ز ض متساوی میشو ند . 

٥‏ _ بطو ری که دیدید دومثلث متساوی می‌شو ند وقتی که سهجزء 


۴۹ 
اصلی یکی ( سے حر ع اصلی دیکری HF‏ باشند ؛ أما حتماً بأ یك یکی 
ار این سے حر م اع ا باش 


a5‏ برای تساوی دو مثلث عر مشحص بان کرد در مورد د مل 


قاکمالزاويه نبز صحيبح ست . علاوهہ برآین › دو مثلث قائما لز اویه در 


حالتہای ریں نیز یا ھم مساوینك ٠‏ 
|آف وفتی که وار وبك زاویه حاده‌شان با هم مساوی بأاشد . 
ت وقتی که ور وبك ضلعشان با هم مسادوی باشند . 
۳ - قضيه ۔ اکر وتر ويك زاوبه حادة مثلث قائم‌الزاویه‌ای با وتر 
وبك زاو به حاده ازمشلٹ قائم‌الزاو به دیگر مساوق باشند» دو مثلث متساو یند 
ل ). Cc‏ : 


AA 9 A'C'= فر ض‎ 


4 4 ae 
2ُ AA'B'C' = -AABC : کم‎ 


برھان ۔ ' ۸6 را بر A۸6‏ شه 
منطق می کیم ؛ جون A‏ ا A‏ مساوی است» '8 '۸ برروی‌ A۸ 8B‏ واقع 
می‌شود؛ و حون از € که ') بر آن منطق شده است» نمی‌توان بش از 
یك عمو د ر ı A'B' a5 AB‏ رآن هة رارگر فته أ ست فر ود اورف ')'8 9 
BC‏ بریکدیکر قرار می‌گیر ند د '8 بر8 منطق می‌شود؛ بنا براین دو 
مات مساو ود . 


: ۳ - ضيه - ار وتر و يك صلع مثلث قائم‌الزاویه‌ای با وتر و 


ايك ضلع مثلت قام‌الزاویه دیگر ساوی باشند دو مثلث با هم برایرند 


(شکل 0 


0o 
BÊ-B' =4. و‎ AC—=A'C' و‎ B۳ (= 8'€' : رض‎ 
. برابر ند‎ ۸ 8'٥' حکم : دومثاث ۸8€ و‎ 


بر هان س یکی ار دو مثلث ١‏ مل A'B'C'‏ > را ار می گردا نیم 


٤ ٤ Cc 
ا‎ 9 8 B ر‎ A 


5 ب وع A" B'O"‏ 
درآ ید | نگاہ "©€"8 
را بر مساویش 8€ 
منطبق می کیم بةسمی 
که ۸ و "۸ در دو 
طرف آن واقعشو ک. 
A" B"‏ بر امتداد AB‏ 


واقعمىشود:ريرا کە: 

XBC = AB C"=4e ٠ 

حون AC = A"C”‏ > مثلث "4 C4‏ متساوی|الساقین است و 

دو ذاویةٌ ۸ و "۸ متساوی می‌شوند ؛ بنابراین وتر ويك زاویةٌ حاده از 

مثلٹ ۸8€ با وتر و یك زاوی حاده ار مثاث ۸'8'٤‏ برابرند و به 
۸ 


مو ج قضة قبل» دومٹلٹ مساو يند. 


۴ ۔ قضیه ۔ درمثلٹمتساوی- 
الساقين نیمسازز او یلا ر سء در قاعده 


عمود است ( شکل ۱١‏ ) . 


AH | BC : a> 
د‎ A 18 برهان _ دو مثلٹ‎ 


فرض : ۸€ = ۸8 و ۲= 


سس ا و و 


۵١ 


۸ 8= A) باهم مساویند؛ زبراكەضلع1 4درا ئپامشتركاست و‎ A H€ 


^A ر‎ 


و٣‏ = ا» س : 


AFIB= AFHC= + مف(‎ pi agli) 
از تساوی دومثلك ۸۳18 و ۸1€ ابن نتیجه‌ها هم گرفته‎ -9 
: می‌شود‎ 
. میانۀ دارد برقاعده‌است‎ A 8 سى‎ › [B= H٣ الف)‎ 
. ب) 8 عمود منصف 8€ است‎ 
پس درمٹلث متساوی السافین نیمساز زاوی راس » ارتفاع › میانه‎ 
. وعمود منصف فاعده نىزهست‎ 
قضیة عکس  ار در مثلثی نیمساز زاویه‌ای بر ضلع مقابل‎ -۶ 
. )۱۲ عمود باشد » مثلث متساوی!لساقین است (شکل‎ 
AH | 8C ٫ ۱ı فرض:=‎ 
AB = AC : a> 
؛'A‎ ABH—=A ACEH - برھاڻ‎ 
مشتر ك است 9 زاو به‌هاى دو طرف‎ 
؛‎ A 8= ۸6٥0س» مساو ند‎ AH 
بعنی‌مئلكٹ 8€ ۸ مساوی الساقر‎ 


3 

| 

| 

۱ 

84 
١۲ شس‎ 8 

نتقاط وآقع بر نیمساز زاویه ۔ قاط واقع در عمو د منصف 
بك باره خط 
۷- تعر یف فاصلۀ نقطه از خط طول عمودی است‌که ازا ن نقطه 


س ۵ 

در خط فرودا دد ويەان محدود شوو . 

۸-قضیه ‏ هر نقط واقع بر نیمساز زاویه‌ای » از دو ضلع زاو بيه 
به اک فاصله است (شکل ۳( . 

برھان - از نةه D‏ واقع در نہمساز زاو به ٤ A‏ دو مود DC‏ 3 
8 را بر دو ضام زاو به فرود ھی | ورم : 

دو مثلث اما راو يه DAC; DAB‏ 
( به الت تساوی وتر وك زاو نه حاده ) 
هساو شل » س 0€ D86=‏ . 


شش ۳ -قضیية عکس ۔ در نقطه که از دو 
ضلع زاو یه‌ای بهيك فاصله باشد › بر نیمساز آن زاو یه واقع است . 


برهان ‏ درشکل۱۴. اگر 58 = 5٥0‏ 
اشد » دومثلث قائم اراو ۸€ ;۸8 به 
حالت تساوی وتر و بك ضلع تساو ند » پس : 


۲= نى ۸59 نىساز8 6A‏ است . 


ش ۴ ازقضه شمارۀ ۱۸ وعکس ان به اين نجه 
می رس که تیمساز هر زاویه » مکان هندسی نقاطی است که از دو ضلع زاو يه 


با بطور کلی : مکان هندسی نقاطی که از دو خط متقاطع به يك فاصله 
باشند » عبارت‌است از دو نیمساز زاو به‌هایی که آن دو خط با یکدیگر تشکیل 
مید عند 


fo‏ تعر يف سے عمود ماصف يك دارە خط ( خی | ست که در و سط 


بارە‌خط بر ان عمود باشد . 


۳ھ 


١۴-فضیه ‏ صر نقطه واقع بر ړوی عمود منصف يك پاره خط » از 
دو سر بارهخط بهەيك فاصله است . 
فر ض : M HD | AB,» AH = HB‏ aطەای‏ از9 ]8 است . 
حکم : M1۸ = M8‏ (شکل )١۵‏ . 
برهان ‏ وقتی که از هر نقطه 
M‏ واقع بر1 به ۸ و 8 وصل 
کنıم«‏ دو مئûلك MEHÊ ; MFA‏ 


بەحالت (ضزض) (1[1 مشتر ك 


۵ ش‎ (HA=HB » \=¥=ae 
.1 4۸ = ¥8 متساوی می‌شو ند ودر شجه‎ 
قضیۀ عکس - هر نقطهکه از دو سر پارهخطی به يك فاصله‎ ۳ 
. )۱۶ باشد » بر عمود منصف آن پاره‌خط قرار دادد (شکل‎ 
M . M1۸ = M8 : فرض‎ 
روی خط عمود‎ M1 : حکم‎ 
. بر وسط ۸8 أاست‎ 
دو مثلٹ 14۸ و‎  ناهرب‎ 
a ) است‎ AB h~ H) MHB 
[N 8( حالت صصص مساو ند ؛‎ 
: e, ؛‎ (HA=HB , M4= MB < مشترك‎ 
MHA = MF B= 2 صغ(‎ i )زاو‎ 
: از قضبة شمارة ۲۲ وعکسآن نتیجه می گیریم که‎ _ ۴ 


عمود منصف بات ارہ خط » مکان عندسی نقاطی است که از دو سر 
آن باره‌خط به بت فاصاه باشنک 


۵۴ 


١‏ هر خط شکستۀ بسته دا چند ضلعی می‌نامند . هریك از پاره خطها 
را ضلع » نقطه تقاطع دوضاع متوا لی را رس دذاويۀ بين هر دو ضلع متوا لی 
وافع دردرون جند ضلعی را زاویة داخلی چند ضلعی می کو یند . 
داخل آن قرارنگیرد > درغیراین‌صودت ]ن را مقعر گو پند : 

س اسه ضلعی را مثلاٿ کو ند ` 

۴ خطی که ازرآس مثاث برضلع مقا بل عمود شود » ارتفاع نام دآرد . 

۵ خطی که اذ راس مئاٹ به وسط ضلع مقا بل آن وصل شود › میا نه نام 
دأرد . 

۶ نیمساز هرذاویۂ داخلی مثلث دا نیمساذ آن مٹلاٹ می نامند . 

۷ سه ضع وسه زاویه را اجزای اصلی مثلث کویند . 

۸ | گی سه ضلع متللی متسادی باشند » مثلٹ را متسادی‌الاضلاع ١‏ 3 
|اگر فط دوضلع ن متساوی باشند ٰ متساوی| لاقن 3 اکر رك راد به منسشی 
قا ئمە‌باشد › مثلث ر| قاگما لر اویه نأمنك , 

۹ درھر مثلث متساوی| لساقین دو زاویة مقابل بهدو ساق متساویثد د 
بعکس| گر درمئلٹی دوزاوپه متساوی اشد مثلٹ متساوی | لساقیناست . 

٥‏ ١ہ‏ در مثلٹ متساویالساقین ؛ نیهساذ ذاویة رس و ارتفاع وارد بر 
قا عده وميا نة فأ عدء د عمود منصف قا عده برهم منطبقند . 

١‏ اگر درمٹلئی نیمساز یك زاوبه» ارتفا ع باهيا نه بأعهو د منصفضلع 
مقا بل داشد i‏ 8 غمو د مٹصف يك ضلع ازراس مقا دل بگذرد ملف متساۋی __ 
الساقین أست . 

١ ۲‏ هر گاه دوضلع وذاویة بین نها ازمثلٹی ا دوضلع وذاوية بنا نها 
ازمئلی دیگرمتساوی باشند » دومثاث متسأهیند (ض ذ ض). 

۴ هر گاه دوژ اویه وضلع بین | ھا ازمئلی با دوزاویه وضلع بین نها 
ازمئلتی دیگرمتساوی باشند » دومثلث متساویند (ذ ص ذ) . 

۴ هر گاہ سه ضلع مثلٹی با سه ضلع مثلٹی دیگر متساوی باشند » دد 
مثلث متساویند (ضضښض) . 

۵- هر گاه وتر ويك زاوبه از مثلٹ قائم لزاویه‌ای با وتر ويك زاویه 


۵۵ 


از مثلٹ قائمالزاویۂ دیگر مساوی باشند › دومتلت متساویند . 

۶ هر گاه وتر ورك ضلع از مثلٹ قا ما لزاو يه‌آای با وتر و وك ضلع 
از مثاث فا٤‏ ملز اويه دیگرمس‌اوی بأ شدد ٠‏ دومتلك متسا و بذ . 

۷ - مکان هندسی نقاطی که از دونقطۀ ۸ د 8 به رك فاصله باشند › 
عمو دمنصف فطعە‌ خط 8 ۸ است . 

۸ مکان هندسی نقاطی که از دو ضلع بك زاویه به يك فاصله باشند» 


نیمسان آن داویه ست . 


لمرن 

١‏ ے ثا بت کنید که آگر از نقطة 1[ داقع دردا حل مثلث مساو یا لساقن 
8€ بەداس ۸ وصل کیم د1۸ ذاویۂ ۸ دا نمف کند, مثلٹ 8€[ ھم 
متاو ی|لساقن أاست . 

٢‏ - اگ دو ارتغاع مثلئی متساوی باشند» مثاث متاویالساقین است و 
اکر س4 ارتفاع مشساوی رأ شند ۽ متف متساوی‌الادلاع أا ست ؛ حرا 0 

۴۳ ھر گاہ در منلث قائما از اویه بك زاویۀ حاده صف ذاویة حادة دیگر 
باشد » ضلع مقا بل به ذاویۀکوچکٹر نصف وتر است و بعکس . 

۴ _ أز هر نقطة ارتغاع ەر سوم از راس مثلاٹ متساوی|لساقین که به دو 
رس مجاور ڌأعده وصل کئیم مثلث متساوی|الساقن بوجود می بد . 

۵ - هر گاه دو تاش مساو ی| لاقن در فأ عءده هشتر ك باشند ( خطی که 
دز راس نها را ره هم رط دهد : ور فأ عی٤‏ مشتر کشان عمو د ست وان را دص 
می کند . 

۶ - اگ دوضلم وزاویۀ مقا بل به صلع بزرگتر از مئلٹی با همین اجزا 
أزمٹلات دیگر برأبر باشنى› دومثلث مساو یند. 

۷ ھر گاه يك ضلع و يك ارتفاع مثاٹ متساویالساقینی با يك ضلاع 
د بك ارتفا ع نظاس از مثلٹث متاو یا لساقن دیگر متساوی بأشُند ١‏ دو ملف 
متساو بف 

۸ اکر دو مثلٹ متساویالاضلاع يك أرتفا ع هتساوی داشته باشند » 
دومتلٹ مساو بد . 

٩‏ ہے هردو راس مٹلتٹ؛ ازمیا نة نفایر راس سوم ان به يك فاأصلها ثد. 

٥‏ اگر در مئلٹ 8B)‏ ۸ اذ 8 عمودی برنیمساز ذاویۂ ۸ فرود 
آودم تا آن را دد M۷‏ وضاع B's» lı AC‏ قطع کذد MB-MB''‏ . 


س ا م 
مثلئی با معلومات زیر بسازید : 


١‏ - سانتیمتر ۽ =م ۲ سانتیمتر ۷=( ۰ سانتیمش ۵ = ۾ 
Bea’  -_1\%‏ > سا نتیمتر ۴ حدم » سانتیمٽر ۴ == ۾ 
١ ۸= ۶۹ ۴‏ سانتیمٹر ۴ اط ١‏ سانٹیمٹر وک 
A= f۴a° OE AE‏ سا نتیمٹر ۶ = طط 


te 
ڪا‎ 
B. 


#طوط مثو آزی 


١‏ قضیه ۔ اگردوخط ۸8 و €0 برخط ×'× عمود باشندء یکدیگر 


را فطع نمی کنند ّ 
ت A‏ 
نہاشی > پناحار ان را در نقطه‌ای ۹ 
١‏ 
اک 0 فطع می کد ۽ در اين ۹ 
صورت بأ یك ار 0 دوعمود j Kg‏ 


رسم شی باد و وکین فیک 
ست شل 6 

۴ ۔ زسم خطوط متوازی 

خوط و ای کا 
گوتیا و خط کش رسم می‌شوند . س 
کک از ا اکى ۸ 
(شکل ۲) خطی موازی باخط 0 
رسم کیم › وا ضلع گو نيا را در 
کار خط 0 قرار می‌دهيم و 
خطکش دا به ضلع دیگر گونیا 
مکی می کیم و گو تا را در طول 
خط کش که ثا بت نگاه داشته می‌شود می‌لغزا نیم تا ضلعی که درامتداد خط 
D‏ بود بر۸ بگذرد؛خطی که از ۸ درامتداد ضلع‌گو نیا رسم شود با 0 


۵۸ — 
مواری است؛ زیرا که هردو برامتداد له خط کش عمود هستند . 
۴ اصل موضوع اقلیدس ۔ از يك نقطه واقع در خارج خطی › 
ياك خط می توان به مو ازات آن خط رس م کرد و بیش از يك خط ممکن لیست. 
اين اصل مہم › که صحتش ار داه آزمایش محرز شده ست › دھ 
اصل اقایدس معر وف است و مینای هندسة اقلیدسی اسٹ . 
۴ - از اصل اقلیدس نتایجی می‌توان‌گرفت ؛ به این شرح : 
الف ۔ چند خط موازی ا 
يك خط ؛ با یکدیگر موازیند . 
در حققت اگر دو خط 'ل و" 
ش۲ ( شکل ۴) با موازی باشند› 
نمی‌توانند یکدیگر را قطع کنند زیرا که در این صورت باید از نقطةٌ 
تقاطع | نپا دوخط موازی با 4 رسم شده‌باشد و این؛ خلاف اصل اقلندس 
استٿت . 
ب - ار خطی بکی‌از دو 
a‏ خط متوازی را قطع کند» دیگری را 
حم قطع می‌کند . 
در حقیقت اگر ع || ۾ باشد 
(شکل ۴) » خط ط کہ خط ھ را 
س ۴ در 1 فطع می کد نمی توا ند ی 
خط ع مواری باشی ديرا که در این صودت لاذم می آ ید از ٤‏ دہ حط 


مواری ع رسم شذه باش . 


۹س 


ج - اگر خطی بر 
یکی از دو خط متوازی 
عمود باشد »› بر دیگری 
هم عمود است . 

AB lı CD گر‎ 

باشد(شکل ھ۵) خط 


بر 6 هم عمود شش ھ۵ 


خواهد بود ؛ زیرا که در غر این صورت از ۴ » نقطه بر خورد خط 4 
و01 ؛ خط ۴6 را برخط ل عمود می‌کنیم ؛ چون دوخط عمود بر يك 
خط با هم موازی می‌شوند › لازم میا ید کد ۴6 ا 48 موازی و در 
شجه بر٥‏ € منطبق باش ؛ عنی خط 4 بر( € عمود است . 


زوآیای حادث از تقاطع سه خط 


۵ مورب ۔ خطی که چند خط دبگررا قط ع کند » ست بها نیا 
مورب نامیده می‌شود . 

۶ زوایای متبادل ومتقابل - هرگاه خطی مانند ( دو خط 
مائند ٤‏ و ۴ (شکل ۶) را قطع 
کند» از برخورد آ نېا هشت زاو به 
بوجود میا یندکه با مقاسۀ وضع 
قرارگرفتن آ نپا بایکدیکر نامای 


مخصوص دار ند . 


۶0 


۱) هردو زاوبه را که راس مشتر ك نداشته و بك طرف مررت 5 
باشند » متقا بل می نامند . 

)هر دو زاوبه را که راس مشت ل نداشته و در دو طرف مورت 
باشند » متبادل می گو ند . 

۳) هرزار یه که بین دوخط ۳ و۴ باشد » زاو یه درونی‌نام دارد . 

۴) هر زاوبهکه خارج ۴ و۴ باشد› بير كى ئامىدە مىشود . 


۸ A A پار کي‎ 


س درشکل ع ۴و ۵ متقابل درو نی » ۴ و۶ متبادل درو نی › ۴ و 


A A A‏ ر ك 


۸ مقا بل درونی وسرو نی ¥ Vs‏ متبادل درو نی و رو نی › × و ۷ھت قا بل 


پر کار 


برو نی و۲ و۸ متبادل برونی هسنند . 
۷ قضیه ‏ دو زاو به مخبادل دړو نی که از مورب دو خط متوازی 
دوجود می ٣‏ ند » مساو یبند . 
فرض: D'‏ || 0[ ومورب ٤‏ 
دوخط 0 و[ را در 8B» A4‏ 
قطع کرده است . (شکل ۷) . 
حکم : ,8= A۸‏ 


س ۷ 


خطی ر5 عمود هی کنیم تا أن را در 1[ قطع کند . 

OM‏ بر '0 هم عمود است وان را در ٩‏ قطع می‌کند . دو مثلٹ 
فام الزاویة 014۸ و ٥×8‏ متساویند ( به حالت تساوی وتر ويك 
زاوبه حاده) › پس : ,8 =۸ . 


۸- نتیچه - وفتی که موربی دو خط متوازی را قطع کند › س 


۶ے 
زاو به‌ها بی که تشکىل می‌شو ند أبن روا بط برقرار است : 
۱) هردو زاو به متقا بل درونی و پیرونی متساو ند . 
)٣‏ هردو زاوبه متبادل برونی متساویند . 
۳) هردو زاوی متقابل درونی مکملند . 
۴) هردو زاو به متبادل درو نی و برونی مکملند . 
ابات صحت این نتا یج برعپدة دانش | موزان است . 


٩‏ قضیة عکس ۔ هر اه مور ڼی دو خط را قطع کند و دو زاو یه 
متبادل درو نی متساوی باشند » دو خط متوازیند . 


فر ض: KBC= BCD‏ (شکل ۸). 

AB || CD : حم‎ 

برهان ۔ ا گر 00 موازی8 ۸ ناش 
از نقطه € خط '0 را موازی AB‏ 
هی کشیم . ش ۸ 

نابر فيه پېش 8٤9'‏ = 480 . با توجه به فرش که 85 

با ۸8€ مساوی است ء لازم میا بد که 5€ = '8)0 ہاشد › بعنی 
بر "€ منطبق و درنتىجه با ۸8 موازیاست . 


مجمو ځ زوایای مثلث وچند طلعی 


-٥‏ قضيه - مجمو 
سه زاو یه داخلیمثلٹ › ساوی 
۳ قائمه است . 

برهان ۔ درمثلك)٤ 8B‏ ۸ 
(شكل 4( از راس A‏ حط 


FN 
. رسم می کیم‎ BC Jۈlوم ر1‎ MN 
: و مورب ۸€ داریم‎ 8€ › MN در دومتوازی‎ 
: و در همان دو متواری و مورب ۸8 خواهیم داشت‎ NAC= ACB 
MAB= ABC 
A +B+C=BAC+MAB+NAC= 1۸° : ٿس‎ 
نتیجه ۔ هرزاویۂ خارجی مثلث »› مساوی است با مجمو ع‎ ١ 
دو زاوی داخلی‌که مجاوران ناشند.‎ 
ÃCX=\1۸0 Gê | ÊL ÃCXK=1۸4ٌ زرا‎ 
A+B=1۸6% € ا‎ A+ 8+ €= 1۸٥ از طرف دیگر‎ 
ACX= A+B : بنابراین‎ 
قضیه - مجموع زوایای ضلعی محدب » ( ۴ - ر ۲ ) قائمه‎ - ۳ 


برهان ‏ از یك راس مانند ۸ (شکل ٠١‏ ) › قطرھا را رسم 
می‌کنیم ؛ به آین ترتیب؛ چند ضلعی» به یك عده مثلثٹ تجز یه می‌شود د 
می‌توان تعیین مجموع روایای د ضلعی دا به تعیین مجموع روایای 
این مشلا داجع کرد . 
اگر .۸ را راس مشترك این مثا 
بگیریم» قاعده‌های| نپا اضلاع 8€ و 
DE CD‏ › عى ھم اضالاع حند۔ 


صلعی غر ازدوضاعی که در A۸‏ می گذر ل› 
س 1 خواهندبود. س تعد أد مثاٹہای امىر ده 


ار توداد اضلاع حندضلعی ا کمشں اسٽ؛ بعنی تعدا د مثلشرا (n—Y)‏ 


۶ 
است ومجمو عزاو به‌های| نپا ( ¬ 1 )قائمەىعنى(۴ - 1 )قائمه است. 
۴- مجموع زاویه‌های خارجی در چند صضلعی مساوی با م قا مه 


اسٹ . 

در حقیقت اگر هرضلع چند ضلعی را از بك طرف امتداد دهم › 
ەك زاويخارجىان تنشکیل می‌شود که با زاوی داخلی مجاورش مساوی 
۲ قائمه است ؛ وا گر تعداو اضلاع شکل را ۵ فرض کنم » مجموع زوایای 
داخلی و خارجی 1 ضلعی » ۲۸ قاکہه 
خواهد شد ( شکل )۱١‏ ؛ چون از 
أبن مقدار > مجموع زوا بای داخلی 
| بعنی (۴ - ۲۸) قائمه | را کسرکنیم » 


مجمو ع زوایای خارجی جد ضلعی ودا 


می‌شود : 
#قابمه س قابمه (۴ - ہ؟) - قائم =مجموع زوا بای خارجی . 


ذوابایی که اضلاعشان متو آزی با متعامد باشند 


۴- قضيه - دوز او يتامحد بی که اضلاعشان دو بدو باهم موازی باشندء 
با باهم برابرند یا مکمل یکدیگر ند . 


7 OB [| 0'D; 0A [| 0'F : فرض‎ 
ys, (a . )۱۲ (شکل‎ 
0 ر‎ A ^ 
ب‎ / ١ = ۷ (١ 
E ۲ ^ ^ حکم: ه6‎ 
07 ۳ =A ( 


برهان ۔ ۱ ) 08 را امتداد میدھیم س ۲ 


۶# هندسة چهارم ر يا ضى 


تا امتداد 0'۴ را قطع کند. ست به دو متوازی 04۸ و 0'۴ ومورب 


=۵ : OB 
=۵ : 0'۴ ونسبت به دو متوازی 08 و0'0 ومورب‎ 
| 

ارمقا سه دورا بطه اخیر نتیجه می‌شود که : س 
برهان - ۲) می‌دانیم که : =e‏ 
بهجای ¥ مساویش ۱ دا قرار هیده : LA‏ 


يك نکته - با دقت درشکل می بسند که اضلاع دوزاويه اودر 
بك حت و اضلاع زاويه ١‏ و زاو به متقایل به راس : در حت مخا لف 
کشده شده‌اند . در زاونه‌های ١‏ و ٣‏ دو ضلع 04 0'۴ در یك جہت 
هستند ودوضلم 08 0'٤‏ در جت مخالف . س می‌توان گفت که دو 
زاو به که اضلاعشان متوازی ودر یك حپت اا متوازی ودر حېت مخالف 
باشند » مساو ند ؛ ووو زاوبه که یکی از دو ضلعشان متوازی ودر اٹ 
جهت ودوضلع دیکرشان متوازی ودر حپت مخالف باشند » مکملند . 

۵- قضیه - دوزاو یا محد بی که اضلاعشان دو بدو برهم عمود باشند؛ 
برابر یا مکمل یکدیگر ند . 

فرض : 0'۸ |_ ٥×‏ و €'0 | 0M‏ (شکل")) . 


A‏ و A‏ حکم: »۰ مس کے 
NOMFAO'D=1۸ (Y Î 0‏ 
Nl‏ 
8 
M ID‏ 0 برهان )١‏ '0۸4 و'0€ را بترتیب 
شى ۳ موازی ا O'C 9 O'A‏ می کشیم 4 


۶۵ 
زاو به‌های 4'0١‏ و 0'08 هردوقاتمهاند . 

س MON‏ و که وك متمم دارند » متساوی می‌شو ند . 

دارم : ۸01€ = '0€ ۸ زبراضلعپا شان متوازىومتحدالجېت 
است . نان : _ MON= A0'C6C‏ 

X0 D+ ۸0'€= 11٥ : برهان ۲) مدان که‎ 

چون بە‌جای ۸0'٤‏ مساو ش MON‏ را قراردهیم : 

AO'D + MON =۱1۸° 


-١‏ اذيك نقطةخارج يك خط › فقط يكخط می‌توان موازی آن‌خط رسم 
کرد (اصل اقلیدس) . 

. دو <ط عمود بر یك خط › مٹوأزیٹد‎ ٣ 

۴۳ دو خط موازی با خط ثالث › متو ازیند . 

۴- اگس خطی یکی از دو متوازی دا قطع کند » دیگری دا هم قطم 
می کذد . 

۵ 'گر خطی بر یکی اذ دوخط متواذی عمود باش › ہں دیگری ن 
عمود أست . 

۶ هر گاه خطی دو خط را قطع کند » هشت ذاویه ایجاد می‌شود : 
1) هردو زاویه راکه راس مشترك نداشته ددر يك طرف مورب باشند» متقا بل 
می‌نامند ؛ [[) هر دو زاویه را که رس مشترك نداشته و در دو طرف مورب 
باشلد » متبادل کو بند : [[1) هر ذادیه‌که بین دوخط باشد درونی وهرزاويه 
که خارج دو خط پاشد بیرھ نی است . 

۷ - هر گا خطی دو خط متواذی را قطع کند : [ ) دو ذاویة متقا بل 
درو نی و بیرو نی متساویند ؛ [] ) دو ذادیۀ متىادل درونی متساویند ؛ ۲1۴) 
دو ذاویۀ مقا بل پیرونی مکملند ؛ 1۷ ) دو ذاویۀ متبادل درونی د بیرونی 
مكملند . 


۸ ھر گأہ مودیی دوخط را قطع کند و دو زاوی متبادل درو نی متساوی 


۶۶ 

باشند ؛ دو خط متوازیند . 

. مجهو ع زوایای داخلی هر مثلٹ. دو قائمه ست‎ ٩ 

. ۔ مجموع زوایای یك و ضلعی محدب ( ۴ - ہ۲ ) قائمه است‎ ٥ 

١‏ - مجموع زوایای خارجی هر جندطلعی محدل › جهار قا مه است. 

٢‏ - دو زاويه که اضلاعشان دو ېدو متوازی يا ہی ھم عمود باشلد؛ باهم 
برا ہی یا مکملند . اگ هردو حاده یا هردو منفر جه باشند ‏ متساویند و اگ 
یکی‌حاده و دیگری منفر جه اشد » مكملند . 


نمرین 

١‏ س موربی دو خط مئوازی را در۸ د 8 قطع می کند . ٹا بت کید که 
نیمسازهای دو زاوي متبادل (هردو درونی را هردو بیردنی)۸ و 8 بایکدیگر 
موازیند . 

۲ ثا بت کئید که در خطهای تمرین بالا نیمسازهای دو زاويۀ مقا بل 
داخلی برهم عمود ند . 

۴ - نیمسازهای زاویه های متقا بل هر متوازی‌الاضلاع متوازیند . 

۴ دو خط ل و'ل را حط سومی قطع می‌کند و نیمساذهای زاویه های 
متبادل داخل و خارح که به این ترتیب تشکیل می‌شو ند ہں یکدیگر عمودند! 
ا بت كنيد كه و d'‏ متو اأ زيند . 

۵ - میانةٌ وارد بر هر ضلع مثلث با ارتفاع و عمود منصف همان ضلع 
زوایای متساوی تشکیل می‌دهد . 

۶ نیمساز زاویة خارجی راس مثلث متساوی| ساقین با قاعده موازی 
است و بعکس . 

۷ اگ ازنقطة تقاطع نیمساز یکی از زاوٍه‌های مثلٹ با ضلع مقا بل؛ 
دو پاره خط به موازات دو ضلع دیگر رسم کنیم تا به آ ئها محدود شوند» این 
دو پاره‌خط با هم مساوی هستند . 

۸- در هرمثلٹ. زاو ية بین ارتفاع و نیمساز زاوی هر رآس» نصف تفاضل 
دو زاو به دیگر مثلث است . 


٩‏ - ددمثلٹ ۸8€ زاوی منفرجۀ بی‌نیمسازهای 8 و مسادی است 


۸ 
. ٥ ال‎ 


FN — 

١‏ زاد به بين میأ نه د ار تفاع وارد س ٭ ترمدلث قائمالز اویه مساوی 
است با تفاضل دو زأوية حادة مثلث . 

١‏ - در مثلٹث قا ما لز او يه > ایمساز زاویة قائمه » نيمساز زاوي پين 
هړا نه و|ارتفاع وارد برآ فز هست . 

٢‏ - دد مثلٹ 8€ ۸ دو خط ([۸ د ۸ را چنان رسم کنید که 
بتر تیب با ۸8 د ۸€ ذاویه های مساوی & و 8 بسازند و ضلع مقابل دا در 
E»2D‏ فطع کنند؛ ثابت کنید که ۴ظ ۸A0 = A‏ . 


نا مساو پا در مالف 


١د‏ اگر در مثلثی دو ضلع ا متساوی باشند ء زاو دو بر وی ضلع 
بز د گتر؛ بز د ګتراست از زاوي رو بروی صل عکوچکتر . 


ر فرض : ۸8 < ۸٥‏ (شکل۱).. 


ABC > ACB :ns> 
برھان ۔ بر دروی ۸€ طول‎ 
را مساوی ۸8 جدا می۔‎ 8' ١ ش‎ 

کیم و lı BB'‏ می کشم 
بدیہی است که : د )۱( 
ر ABÛ> ABB’‏ )؟( 
نابراین : (r) ABÛ>‏ 
اما ۲ زاوی خارجی مثلت 8'8٤‏ است د اذ 8768 بزرگتر 
است . اگر در طرف دوم نامساوی (۳) به جای ¥ مقدار کوجکتری 
B'CB Jia‏ ) دا قرار دهیم جت نامساوی تغییر نمی‌کند » یعلی باز 
طرف اول بز د گٹر از طرف دوم است › بنا براین «ABC> ECB:‏ 
یسٰی 8<0 . 


۶۹ 
۴ قضیة عکس - اکر در مثلئی دو زاویه نامشساوی باشند » ضلع 
دوبروی زاوی بز ر گحر » بز رگتر است از صلع دوبروی زاوي کوچکتر . 
فرض : ۵ << 8 (شکل ؟) 1 
AC> AB : „S>‏ 
برهان ۔ اگر ۸4€ از C AB‏ 
بزرگتر نماشد › با : 
AC= AB (‏ > در این ش٢‏ 
صورت مثك مساوی| سافن می‌شود و c€=B‏ در صورتی که چنین 
AC <AB («‏ ٤ء‏ در اين صورت زاوده مقا بل هھ ٠ AC‏ یعنی 
8 » کوچکتراز زاویةٌ مقابل به ۸8 » بعنی © می‌شود » در صورت ی که 
چٺين هم نيست ؛ پس ٻئاچار : 
AC >AB‏ 
۳ ۔ قضیه ۔ در هر مثلٹ » هر ضلع کوچکتر است ازمجموع دوضلع 
دبگر . 
ابن قضیه برای هرضلع 
مثلك که از یکی از دوضلم 
دیگ ر کوچکتر باشد» محرز 


نہ 


1 
f 
0 ` 

. 
1 
1 
e 
a 
a 
1 


دس باید ان را در مورد 


بر گترین ضلم ابت کرد : 


¥ o 
؛ ہکی از‎ )۴١ اکر 8€ بزرگترین ضلع مثلٹ ۸8€ باشد (شکل‎ 
دوضلم دیگر » مثلاً ۸€ » را به اندازة ضلع سوم » بعنی ۸8 › امتداد‎ 
. می‌دهم تا نقطۀ '8 بدست | بد‎ 
= : A۸ 88' درمثلٹ متساوی| ساقىن‎ 
°88' س در مثاث 88€ زاوبه €8'8 کوچکتر از زاویة‎ 
BC<B'’C : اسٹ ودر نجه‎ 
BC <B'A+-AC : با‎ 
BC<AB+AC : سی‎ 
۴۔ نتیچه ۔ اگردر نامساوی ۸€ 8-۳ 80>۸ بکی از دو ضلم‎ 
: طرف دوم را به طرف اول مریم‎ 
BC—~AB<ACG 
. دعن » ددهرمثلث » هرضلع بز ر گتراست از تفاضل دوضلع دیگر‎ 


۵ قضصیه - هر قطعه خط › کوچکتر است از مجموع اضلاع هر خط 
شکسته محدب»« بامقعر ی که بهدو انتهای ن قطعاخط منتهی شود . 


برهان _ قطلعەخط ۸8 وخط شکستۂ ۸800٥8‏ مفروض است 
(شکل۴) . از ۸ به 0 و € وصل می‌کنیم؛ در مثلپای ۸۴ و ۸5€ 
ABÛ »‏ قر تسب أن روط را دارم : 


AD<AE-LED 
AC<AD+DC 
AB <AC-+- BC 


و حط شکسته را محدب گویند اگر هرضاع آن را امتداد دهیم تمام 


خط شکسته در یك طرف آن قرار گیرد . 


ش ۴ 
حال اگر طرف اول نامساویپای اخیر دا با هم و طرف دوم | نپا 
را نیز با هم جمع کنیم و مقادیر متساوی را ار رقن حذف كنم » 


AB <AE+ED-+-DC+CB 
تور یف ۔ هر گاه شکلی در درون شکل دیگر قرار داشته باشد‎ ۶ 
. شکل دومید! محیط بر اولی و اولی دا محاط در دومی کویند‎ 
قضیه ۔ هرخط شکستا محدب »کوچکتر است از هرخط شکستة‎ ۷ 
. دیگری که بر آن محيط باشد و به دو انتهاین منتهی شود‎ 
برهان - خطہای‎ 
 ABCDE a 
مقر وضىد‎ E ۴F GHIA 
. (شکله)‎ 
CD 3s BC :AB 
5 را امتداد می‌دهیم‎ 
اضلاع خط شکسته‎ 
۷M دیکر وا در نقاط‎ 
» قطع کنند‎ Ns IL 9 
AM—=AB+ BM < AIIM 
BL=— BO CE < BM-+-MH FHL 


CN=CD-FDN < CL+-LG-L-GF-FN 
DE < DN+NE 


YY 
ر طرف جب نامساو بپای اخر را با هم و طرف راست آ نپا دا‎ 5 
نیز با ھم جمع کن نیم > س ار حدف مقادیر متساوی دوطرف » نامساوی‎ 


زیر نجه می‌شود : 


AB+BC+CD+DE < AI+IM+MH FHL +-LG + 
GFHFFN-FNE 

به حای IM+-MH‏ مساویش IH‏ 9 به حای HLE+ LG‏ مساو یش 

H6‏ و به حای ۴N + NE‏ مقدارش ۴۴ را فرار می‌دھیم › خواهم 


AB+-BC+CD+DE <‏ 
AI+-IH+HG+GF+FE‏ 
۸ - لتیجه - محیط هر چند۔ 
ضلعی محدب »کو چکتر است از محیط 
هر چندضلعی دیگر که براآن محیط 


شف . 


أستیلال بر عیفه م دا ش آموذان 
٩‏ - قضیه ۔ هر اه دوضلاع مثلٹی بادوضلع مثلث دیگرمساوی باشند 
اما زاو بەھاى بین ٣‏ نها در دو مثلث با هم درالر یا شند 6 صلع رو دروف 
زاوی بز ر کر » بز د گتر است از صلع دوبروی زاوی کوچکتر. 
(vJ) AB—A'B'‏ 
رض | 2-۸ ر 
BAC > B'’A'C'‏ 
BC > B'C' : n>‏ 


4 


4 


ےک ٠‏ کے فس ا ری تک 


YF 
را روی مثاث ۸8€ چنان فراد می۔‎ ۸'8'٥' برھان ۔ مثاٹ‎ 
8۸٩ دهیم که '۸'8 برمسادیش ۸8 منطبق شود و')'۸ داخل اوی‎ 
دا رسم می‌کنیم تا 08 را‎ CC به وضع 7 قرار گرد . مسار‎ 
۸5€ وصل می کنیم. دومثلٹ "۸50 د‎ ٥” در 5 قطعکند واز 0 به‎ 
80" ب4 حالت ضزض متساوی می‌شوند و 50 ="0€0. اما درمثلث‎ 
وبە‎ 0٥ بە حای ”0€ مساویش‎ BC" > BD-+- DC" جنين داريم‎ 


A 
اگ‎ 
8 C 

A 


شب 


حای BC"‏ مساورش lı B'C'‏ قرار میدھیم ا جسن حاأصل شود : 
B'C'<BD+ DC‏ 
ا B'C'< BC‏ 
0 قضیة عکس ۔ !گر دو ضاع مثلثی با دو ضلع مثلٹ دیگر 
مساوی باشند ولی ضلعھای سوم آنھا با هم برابر نباشند » ضلع کوچکتر 
مقابل است به زاود کوچکتر. 


YF 
)۸ (شکل‎ ۸'٤'= ۸ €٩ : ھر فرض‎ 
A'B'=AB ۸ 
CBC Nz 
A' <A + حکم‎ 
› ش ۸ برهان ۔ اگر ۸>۸ نباشد‎ 
باید یا ۸ ='۸ باشد ودراین صورت دو مثلث به حالت ض ذ ض متساوی‎ 


می‌شو ند و €8 ='0'8» در صورتی‌که چنین نیست؛ یا <۸ باش 


و در این صورت 08< €C'8'‏ در صورتی که چنجن هم يست ؛ وس 
بناچار : A'<A‏ 
عمود و مایل 


۹ تعریف ‏ دو خط را نست به هم مايل گوییم اگر بر هم 
عمود یا با هم موازی نباشد . 
اگر ۴0 عمود وارد از نقطۂ ۶ بر خط × باش ( شکل ۹)› 
واضح است که هر خط دیگر مانند ۶8 نسبت به × مایل است . 0 
را بای عمود و 8 را بای مایل می گویند . فاے ل‘ OB‏ را بعد مايل و 
۳ ۔ قضیه - هر گاه از نقطه ۲ واقع در خارج ر چند مايل و 
عمود ۲0 را به خط × رسم کنیم : 
الف ) عمود کوتاهتر از هرمایل است . 
ب ) دو مایل متساوی‌|لبعد» متساویالطولند و بیکس. 
ج ) از دو مایل مختلف‌البعد آن که بعدش پیشتراست» طواش بیشتر 
است و بعکس . 


~~ VA 


الف ۔ فرض : × | ۲0 و ۶8 سیت به × مایل است 


(شکل )٩‏ . 
PO<PB : n>‏ ۶ 
برهان - جون در مثلٹ ۶°08 
زاوي حادم 8 از زاوی قاگہۂ 0 کو جکتٹر 
X y € : aff f.‏ 
است» ضلع متا بلش‌P0‏ از۲8 کوجکتر کک 
می باشد . ش۹ 
ب ) فرض : × | ۲0 و 04=08 (شکل )٠١‏ 
PA— PB : v>‏ م 
برهان - جون ۲0 عمود 
مف ڈطعە خط 8 ۸ است : 
x PA— PB‏ 
بعکس۔- ۋٍ ض : A 0 8 PO! xy‏ 
PA—PB,‏ ص o‏ \ 
حم : 08 0A4A=‏ 
برهان ‏ جون PA — PB‏ اث PAB‏ متساویالسافین است 
ودر مثاٹ متساویالساقین › ارتفا ع ۶0 ٠‏ 
میانه هم هست › يعلى : ZA‏ 
AB o0 © OA=OB‏ 
ج ) فرض : 08 <0۸ (شكکل۱۱) . ش ۱١‏ 
_PA>P8B : „n<‏ 
برهان - 584 . راوه خارحی مثاث قائم‌الزاویة ۴80 : 


در ا 2 


. » ۴ Ê ج ٠ة ك‎ = . 0 a8 
مسەر حه أاسٹ بعلی بزرگتر ار راویه حادة ۸ ست › بنا براين‎ 


۶ 
. PA > PB$:PAB 

توجه کنید ! اگر 04 و 0€ در دوطرف عمود باشند؛ 08 را 
مساوی 0€ جدا می کیم و به همین تر تیب قضیه را ابت می کم . 

بعکس »› فرض : ۲)٣‏ <۶۲۸ 

OA>O0OC : کم‎ 

برھان ۔ اگر 04 بزرگتر از 0€ ناشد» یا با آن مساویاست 
یا ار ان کوجکتنر أست . اگر 04 مساوی با 0€ پاشد؛ «PA = PC‏ 
که خلاف فرض است ؛ واگر 0€ >0۸ باشد › P۸ >۲٤‏ »کہ این 
نبز خلاف فرص است ؛ س 0€ <0۸ . 

۳ ۔ قضیه ۔ هرگاه ۲0 کوتاهترین راه بین نقطة ۴ و خط × 
باشد » ۴0 بر ر عمود است (شکل۲)) ٍ 


برهان _ اگر PO‏ بر 3× عمود 
نباشد» خطی دیگر مانند ۲8 پر 
ر× عمود می‌شود و در آن صورت 
PB> 0‏ » و این خلاف فرض 
س ۱۲ استء یس ۴0 بر × عمود است. 


| - در هر مندث ضلع بزرگتر مقا بل است به اویه بزرگتر . 

. د در هرمثلث راو برد کی مما بل است به ضع بز رگش‎ ٣ 

٣‏ ۔ در هر مثلث ؛ هر ضلع کوچکتر است از مجمو ع دوضلع دیگو و 
بز رگتر است اذتفاضل آ نها . 

۴ ھر پاره‌خط؛ کوجکتر است از مجهو ع اضلاع هر خط شکسته که 
به دو انتهای آن منتهی شود. 

۵ - هر خط شکستۂ محدب» کوتاھتر است از هر خط شکسنّه دیگر ی که 


بر آن محیط باشد و به ده انتهای آن منتهی شود. 


¥ 


_ هر گاه دوضلع متلنی ا دو ضلع مثاث دیگر مراوی باشند وزاویه- 
های بین نها در دو مثلث با هم پرا ہر ثیاشند ؛ ضلع روبروی زاوية بز ر گتر؛ 
بر رگتر است از ضلع رو بروی زاوی کوجچکت . 

۷ اکر دوضلع مئلٹی بادوضلع مٹلث دیگر اوی باشنه و لی ضلعهای 
سوهشان با هم ہر اہ نباشند» ضلع بزرگتر مقا بل است به زاويه بزدگٽر . 

۸ دو خط را نسہت به هم مایل گوییم اگر برهم عمود نیاشند . 

٩‏ _ هرگاه ازنقطة داقع درخادج خطی عمود و چند مایل نسبت به‌ان 
خط رسم کنيم : 

اولا _ ءمود کوتاھتر است ازهر مايل . 

انيا - اذ دوما بل مختلف | لبعدء آن که بعدش بیشتر است» طولش بیشتر 
است و بعکس . 

٥‏ طول عمود مر دوم از یك نقطه بر يك خط کوتاهتر ین راه بین 
آن نقطه و خط است . 


تمرین : 
¬ نمسا ڏ زأو به A‏ ازمتلث ABC‏ ضلع مقا بل را درD‏ قطع می کند. 
ثا بت کنید که : CA>CD » BA>BD‏ 


۲ برحسبآنکه زاوی ۸ اذمٹلٹی » منفرجه یا قائمه يا حاده بأاشف» 
میانة وارد برضلع 4 : از کوچکتر پا ے اوی > أذ بزدگتراست. 

راھنمایی ۔ میا نه را بها ندازةٌ خود أمثدأد بدهيد. 

۳ہ هر گاأه در مثلث )8 ۸ ۰ AB>AC‏ باشد و روی اأضلاع AB‏ 
CQ» BP “lglg AC»‏ را ماوی هم جدا کنیم؛ ابت کنید ۶ 8)0<€C‏ 
ست . اگر BP‏ د €C@‏ را روی امتداد AC AB‏ جدا کنيم؛ مسئله چه 
تغییر ی می کند ؟ 

۴ گر 0 نقطه‌ای در درون مثلٹ 8)٣‏ ۸ باش ا بت کنید که : 

OA+-OB<CA+CB 

۵ _ ما بت کنید که مجمو ع فاصاه‌های هر نقَطة داقع در درون مثلث ازسه 
را سآن > کوجکتر ات از محيط مثلث و بز د گترو است از صف محیطآن . 

۶ _ إگں ۸1 میا نة مثلٹ 8€ ۸ باشد, ثا بت‌کنید که : 


ا ے 


AM <(AB+AC) 

۷ هر گاه اذ 0 واقع در درون مثلث به 8 و © کشیده شود ۾ قا بت 
کنید که ؛ BAC < BOC‏ 

۸ - دد مثلث ۸8€ !گر ۸€ < 8 ۸ د M‏ ۸ میانه ہاشد › ٹا بت 
کنید که : MAC > MAB‏ 

۹ در مثلٹث ۸8€ اگر ۸€ > ۸8 د ۸H1‏ ارتغاع باشد ثا بت 
کنید که : HAC > HAB‏ 

8 امت کی که در هر متلث› سا هر زاویه؛ داخل زاوية س 
ارتفاع و میانة نظیر راس آن زاویه است . 

١‏ ۔ در هرمثلت نیمساز هر زاویه‌کوتاهتر است أذمیا ئة وأرد برضفع 
ما بل آن ذاویه . 

SD‏ هر گاه از يك نقطه واقع در درون يك چهارضلعی به جهارر اس 
آن دصل کنيم ۽ مچمو ع چهار پارهحطی که تکل شی شو نة Ey‏ اسک ا 
مجمو ع دوفطر. 

۳ - درھهرمثلت مجموع سه ارتفا ع کوچکتراست ازمجموع سه ضلع. 


فصل هشتم 


f چپارضامیهای‎ 


٩١‏ متوازیالاضلاع ‏ متوازی‌الاضلاع جار ضلعیی است که 
اضلاع آن دو بدو با هم موازی باشند (شکل ۱) . در متوازی‌الاضلاع ؛ 
هر دو ضلع متوازی را دو ضلع رو برو می‌نامند . دو زاویه را که در 
يك ضلع شریك باشند » زوایای مجاور و دو زاویه را که ضلع مشترك 
ندارند زاویه‌های متقا بل می گویند : 


A 
OT A : 
/ ر ر فج‎ 
D U 0 ê 
E ١ 


۴- قضیه ۔ در متوازی‌الاضلاع » هردو ضاع دو برو باهم برابر ند. 

برھان _ قطر ۸€ را وصل می کم ( شکل؟)؛ دو مثلٹ ۸8€ 
و ۸€ به حالت ( ر ض ر ) متساویند . 

۴۳ ۔ نتیجة ١‏ ۔ هرقطر متوازی‌الاضلاع » آن را به دو مثلت متساوی 
تقسیم می کند , 

۴ نتیجة ۳ - در متوازی‌الاضلاع » هر دو زاوی متقابل با هم 
رار نك . 

در شکل ۲ : ا 9 B—D‏ 

۵ قضیه - دد متوازی الاضلاع » هر دو زاوي مجاور مکمل 
بکدیگر ند . 


_Ao—‏ ددندسة جهارم ریا صی 


ډو هش دل ٣‏ » نسېت به دو متوازی AD‏ وا8 و مورب AB‏ 


ابا کا و ۸ متقایل دا ف و ك عنی 
.A+B=\‏ 


همین استدلال را بر برای هردو زاو به مجاور می‌توان 
۶ - قضيه 


- دد متوازیالاضلاع دو قطر یکدیگرر! نصف می‌کنند . 
برهان _ دو وطر متوازی _ 
الاضلاع A8٣٥0‏ (شکل ۳) 
کو دادر 0 قطع کرده‌اند ؛ 
دو لث ۸08 و C05‏ بەحالتن 


ذز ض زڍ AB =C€D)‏ واو )موند اران 
۷ عك فضه‌های بالا و نتىجه‌ها. بی کەگفتیم نیز 
بعنی اگر در چپارضلعی محدیی : 


الف - دوضلع 2و برو متوازی و متساوی باشند› 


يا : ب = هر دو زاوی متقابل بایکدیگر ساوی باشند ؛ 

يا : € هر دو زاوی مجاور مکمل یکدیگر باشند ؛ 

يا : د - طرقطر » شکل را به دو مثلٹ متساوی تقسیم کند › 

يا : ھ۔ . 1 a‏ 

| دوقطر منصف بکدیگر باشند » ن چہار ضلعی متوازی‌الاضلاع 


قضية الف فر ض 
(JS) AB || 9 = CD‏ 
AD || BC : az‏ 
e‏ برھان۔ے قطر 31 راوصلمی کنی: 


NNE 


$|) ) ذ۵ حالت ص ر ض‎ BDC 9 ABD ا‎ 5 aE 


مشتر ك د ([€-۸8 وا ) متساوی می‌شو ند » رس ۴= . حون 
دو حط 0 و BC‏ را مورب (81 فطع NETTIE‏ 
درو نی ۳ و ۲ متساوی هستند » 8€ موازی است ہا ([۸ یعئی کل 
متواری‌الاضلاع ات 

قضیة ب ۔ فرض :)=۸ و0 =8 B‏ ۸ 
ee 0‏ 


AD || BC 3 AB | CD: «a> 
برهان - می‌دانیم که مجمو ع دوایای شه‎ 


حرارضلعی پار فاکمه است : 


قاگہە ۴ = ۲ × ۲ =( ۲ )× ۷ 


يعلى : فا دمه ÃA+B+C+D=¥‏ 
قاگمە ۴= 1-8 YA‏ 
4 قاگمە ۲ =8 A‏ 


lı BC : AD b> »»‏ »وزرب AB‏ فطع کرده است و دو زاو يه 
متقا بل درو نی ADF BC : wc E Jaa BSA‏ 

به همسن ترتىت €0¿ || A8‏ . 

قضدة ج - با توحه به برهان قسمت ب CEE E E‏ 
عرد a EE‏ 


فضيۀ د فرض : 


— Af — 


. )ءلکe(‎ 4 ۸ BD= A CBD s4 ADC—A ABC 


AB ll DC AD | BC : > ۸ 4 


برهان د می‌دانیم که در دو مثلث 

C‏ و متساوی»زوایای رو بروی اضلاعمتساوی 

ش ٍ با یکدیگی برابرند ؛ چون ۸€ در هر 
دومئلٹ ۸8€ و ۸0€ مشتر ك است : 
B=D‏ 

همچنین ار تساوی دو مثلڭ [8 ۸ د €8[5 نتیجه می‌گیر یم که : 
A=C‏ 

و بابر أ نچه در قسمتٽت ب گفتیم ٠‏ شکل» متواریالاضلاع أسٹ . 


8 
٣ SON,‏ دد شکل ۷ 
\ZAc‏ قضية ھ - فرض : | 0۸=0€ 
OB—OD 5‏ 
ش ۷ 


حکم : شکل» متوازی‌الاضلاع است . 
برھان ۔ دومثلت 04B‏ و 0٥D‏ به حالت دض متساوی می 
شوند ؛ پس : ۲= › يعنى ۸8 !| €0 و 5€ =48 › يعنى دو ضلع 
8 و 0€ هم متواری هستند و هم متساوی ؛ پس به موجب قَضِۀ الف 
شکل ؛ متواری‌الاضلاع است . 


۸ - مستطیل › متواری الاضلاعی است که یك راویه‌اشس قاگمه 
باشد . از این تعریف با در نظر گرفتن قضایای پیش نتىجه می گیر یم که 


AY — 


. قضیه - دو قطر مستطیل باحم برابرند‎ ٩ 


Ê 2‏ 8 
برهان - دومثلٹ قائما لزاویه ۸ 
BC‏ د DBC‏ (شکل ۸) متساویند 
(8€ درهردومشترك د 48=€0) وا 1 
و دو وتر ۸۳ و 8 باهم بر ایر ند. ش ۸ 
٥‏ لوزی » متوازی‌الاضلاعی استکه دو ضلع مجاورش با هم 
برای باشند . بدیپی است که هرچپار ضلع آن با هم مساوی می‌شوند . 
لوری تمام خواص متوازی‌الاضلاع ۸ 
را دارد . 


٩‏ _ قضيه - دو قطر لوزی بر هم 


عمودند . 

برهان - چون 0 وط 58 اسٹث 
(شکل )٩‏ » خط ۸0 مانه مثلث 
متساوی!ااساقیر, ۸(8 است و بر فاعدہ 
عمو د است › عى AC| BD  :‏ 


Û 
٩ ش‎ 

۴۳ - نتیجه _ هر قطر لوزی نیهساز دو ذاویۀ متقابل اد لوری 
است که رگوسشان بر آن قطر قرار دارند. 

۴۳ - مربع » مستطیلی است که چپار ضلع آن باهم برا بر باشند. 
یا لوزی است که یك زاویة آن قائمه باشد . 

۴ _ فذوزنقه › جہارضلعیبی است که فقط دوضلعش با هم مواری 


باشند . دو صلع متوازی را دو قاعده › و ار دو قاعده أن را که درارتر 


AF — 


م ٤‏ 5 ص 5 ے 
ست 9)عیةځ لور کر 9 دیکری را فاعده کو چکتر می گویند ؛ هر يك 


XNA 


ار صلعرای عر متواری ساق دور تفه است . اگر دو ساق را ھم مساوی 
باشند » دوزنقه متساوی!لداقین است . اگر یکی از ساقہا بر قاعده 
عمود باشد» ذوزنقه قائم‌الز اویه یا قائم است (شکل )٠١‏ . 


۵ _ قضیه - در ذوزنقه متاویالساقین » دو زاو به مجاور به هر 
ۋاعده مساو بنك . 


. (شكلا))‎ ۸D = 8€ د‎ AB || C2 : فرض‎ 


^۸ A ^۸ A 


A=B » ٥5=€ : حك‎ 


بر هان Bj!‏ حطی مواری AD‏ زسم می کیم ا فاعدة D€‏ را 


اول - BED‏ متوازی‌الاضلاع است › پس 8B٤£=۸45‏ و 


۴ A : 


انبا - در مثلث متساویالساقن 
BEC‏ : =1 پس =r:‏ 
بع . CD‏ و در نجه 4و 
B8 ۰‏ مكەلپاى 0 و0 نیز باه 


برا ہیں ند 


AA 
قضبه در ذوز ةة ماو یال اقین» دو قطر با ھم بر ار ناد‎ ¥ 


AD¬—= BCs AB | €٥0[( : رض‎ 


D C 
2< ا‎ 
۸ 8 AC= BD : S> 
ش۱۲‎ DBA 5 CBA برھان ۔ دو مثلث‎ 


ره حالت ض ز ض متساو ید ( 8 در هر دو مشترك , A=B‏ و 
AC= BD: wı : (AD=— BC‏ . 

¥ - قضة عکس ت ا گر در ذوزة4ای دو قظر متداوی بأاشنک > 
ذوزنقه »› متساوی!الساقین است . 


. بر عرد دانش امودان است‎ OH 


خلا مطا أب مم 


. متوازیالاضلاع ( ھار ضلعیی أ ست که اطضااعش دو بدو متو أز يد‎ ١ 
. در متوازی‌الاطلاع هر دو ضلع منقا بل » باهم برأبر ثد‎ ۲ 
در متوازی‌الافلاع » #ردو راوه مما بل مسأو يف وەردد زاو يه‎ ٣ 
مجاور» مکملند.‎ 
هرقطں متوازیالاضلاع: أن را به دومثات متاوی وسيم می کند.‎ ۴ 
. دو قطر متوازی‌الاضلاع ملصف بکدیگرنك‎ - ۵ 
: اکر دريك جهارضلعی ەحدكب : یکی اذاین ۵ شرط صد ق کند‎ ۶ 
› الف دوضلع روبرو متوازی و متاوی باشند‎ 
› ب ھر دو زاویةٌ مقا بل » بایکدیگر مساوی باشند‎ 
ج هر دد راوه مجاور؛ مکمل بکدیگر بأشند»‎ 
› د هر وط ؛ شکل را يه دومٹاث متأاوی تقسيم كنك‎ 
› ھ _ دو فطر منصف بیکدیگی باشند‎ 
. آن جهادضلعی متوازی‌الاضلاع است‎ 


AF — 

۷- مستطیل» متوازی‌الاضلاعی است که یك زاویه‌اش قا٤مه‏ باشد یا جھار۔ 
ضلعیی است که همه زوایا یش قاگمەأ نى . 

۸ - دو قطر مستطیل باهم بر ابر ند . 

٩‏ - علاده بی‌خاصیت فوق » مستطیل » تمام خواص متوازی‌الاضلاع را 
دأارد . 
٥‏ لوزی متوازی‌الاضلاعی است که دوضاع مجاورش باهم بر ابر ند. 
۹ - وزی تمام خواص متوازی‌الاضلاع وا داراست بعلاوه در لوزی 
أقطار عمود برهم وهر یك نیمساز دو زاویه از زوایای اوزی می باشند . 

۲ - مر بع » مستطیلی است که اضلاعش متساویند . 

۳ - هربع » هم خواص متوازی‌الاضلاع و مسمطيل و لوزى را دارا 
می باشد . 

۴ - دوز نقه» چهارضلعیی است که فقط دو ضلعش با هم موازی باشئد . 
دوضلع متوازی را دو قأعده وهر يك از دوضلع غیرمتوازی را ساق می نأمند. 

۵ اگر دو ساق ذوزنقه‌ای متساوی باشند » ذوزنقه متساوی!لساقین 


فت 


است . 
۶- در ذوزنقة متساوی|لساقین دوزاویة مجاور به هرقاعده متساویئد. 
¥( اگر دو زاويۀ مجاور به یك قأعده از ذوزنقه‌ای متساوی باشند › 
دوز تمه متساوی!لساقین أست . 
۸ - در ذوزنقۀ متساوی!لساقین دوقطر متساویند د بکس. 


تمرین 


١‏ - نیمسازهای زوایای داخلی یا خارجی چھارضلیی محدب ازتقاطع 
با یکدیگر چهارضلمی دیگری می‌سازند‌که زوایای مقا بلش مکمل یکدیگر ند. 

٣‏ - دو ذوزنقه که اضلاعشان نظیر بنظیر متساوی باشند» با یکدیگر 
برأیرنك . 

۴۳ - هر گاه از رئوس چهارضلمی چهار خط به موازات اقطار آن رسم 
کئیم > متوازیالاضلاعی بدست می آبد که سطح آن دد برا بر سطح چهارضلعی 
مەرۆسش ست . 

۴ - ھرگاہ بر روی چهار ضلع مر بعی چهار پارە‌خط متساوی در يك 
جھت جدا کنیم» نقاطی که بدست می | یند رئوس هر بح دیگری هستند. 


~ AY — 

۵ برداس ۸ اذمتواذی‌الاضلاع )۸8€ خطی مانند ل می‌گذرانیم. 
ا بت کنید که فاصلۂ راس € ازاین خط مساوی است بأمجمو ع ياتفاضل فواصل 
دو راس دیگر از همين خط . (مجموع دقتی که û‏ در خارج متوازیالاضلاع 
باشد وتفاضل وقتی که أضلاع شکل را قطع کند) 

۶ اکر ازيك نقطه ازقاعدة مثلث متساوی|لساقین دو خط موازی با دو 
ساق بکشيم› از آن دو خط و ساقهای مثلث › متوازی‌الاضلاعی بو جود می آ ید که 
محیطش مقد‌اری است ثا بت . 

۷ نیمسازهای زوایای حادث ازتقاطع امتداد اضلاع متقا بل بك چھار۔ 
ضلعی محاطی؛ بریکدیگ عمودند. 

۸~ هر گاه در دو متوازی‌الاضلاع› دوضلع‌مجاور وقا صله دوضلع‌متوازی 
(ادتفاع) متساوی باشند » آن دو متوازیالاضلاع متساویند . 

۹ ازتقاطع نیمساذهای زوا یای دردنی یا بیرو ئی متوازی‌الاضلاع ك 
مستطیل درست می‌شود . چرا ؟ اگ به جای متوازی‌الاضلاع مستطیل باشد › 
شکل حادث جه خواهد پود . 

٥‏ ھر گاه یك قطر متوازیالاضلاع ‏ نیمساز يك ذاويه از آن متوازی.۔ 
الاضلاع باشد ؛ شکل لوزی است . 

١‏ - زاویۀ بین نیمسازهای زوایای حادث از تقاطع امتداد اضلاع 
مقا بل چهارضلعی محدب » مساوی نصف مجموع دو زاویۀ متقا بل چهارضلعی 
است . 

١ ٢‏ زاویۀ حادث بن‌نیمسازهای دو زاویۂ مجاور هر چهارضلعی‌محدب 
هساوی است يا نصف مجمو ع دو زاويۀ دیگر : 

۳ اگردر دو جهارضلعی: چهار ضلع ويك زاویه نظیر بنظیر مشاوی 
باشند ‏ دو چهارضلعی متساویند . 

۴ اگردرچھارضلمى0 80 4داشتەباشىم 80 = ۸0 د €<. 
ٹا بت کنید که ۸٥0810‏ . 

۵۔ مطلوب‌است مکان هندسی راس جهارم مثو ازیالاضلاعی که محیطش 
مقّدار ٹا بئی باشد و دو ضلع مجاورآن بر دو خط مفروض ۸ د ' ۸ فرار داشته 
بأشند . 


۶ ازمتوازی‌الاضلامی این معلومات در دست است ١آن‏ را بسازید: 


e 
. الف يك ضلع و دو قطرآن‎ 
. ب دوضلع ويك قطر آن‎ 
. ج - دو ضلع ويك زاوية آن‎ 
کے کی دوف چھار لی دوضلع متا بل باهم و دو قطر باهم مساوی‎ 
تاقد ۲ چھارضلەی دون نه مشا و تسافن ا‎ 


خطبای مہم در مثلث 


١‏ خطوط مہم مثلث عبار تند ار : سه عمود منصف » سه نیمساز 
زاو یه داخلی » سه ارتفاع و سه میانه . 
۴ - قضیه - سه عمود منصف اضلاع مثلث بر يك نقطه می ذر ند . 
برهان - ×۳ 
عمود منصف 80و٧‏ 
عمود ملعف ۸8 را 
رسم می کنیم (شکل۱)؛ 
ابم وة خط سلا B‏ 
بکدیگرراقطع‌می کنند N‏ 
( به وللا نکة اکر مترازی باشن: لازم می | بد که 48 و €8 ھم ريك 
امتداد باشند » در صورتی که چښشن نست )› نقطة تقاطع أ نبا را0 


می‌نامیم ؛ 0 چون برروی ٣×‏ است» از 8 و © به بك قاصله ست عنی: 
OB—=OC‏ 
وچون 0 برروی My‏ نز هست »› از 8 و ۸ به بك فاصله است؛ 
rs‏ 
OB—OA‏ 
از أ جا : OA—0OC‏ 
و 0 که‌از ھڅ و6 به بك قاصله است » برعمود منصف 460 قرار 


4_ 
دارد؛ یعنی عمود منصف ۸€ نیز از 0 می گذرد. س‌هرسه عمود منصف 
بریك نقطه می‌گذرند . 
۳ ۔ قضیه ہ سه نیمساز زوایای داخلی‌هر مثلٹ بر يك نقطه می ذد ند. 
برھان ‏ نىمساز ذاویه A‏ 
ونیمساز زاوی 8 (شکل۲) رارسم 
می‌کنيم . این دو خط مسلماً 
یکدیگر را در یك نقطه قطع می۔ 
کنند» زیراکه با هممواری نبستند 
( بەدلیل آنکه اگر متوازی 
باشند لازم می‌آید که مجموع 


۸ A 
e [ 0 A B 
شود › 9 حسر جىزىی ممکر“ : نست ) › مله‎ \ Ao و س مساوی‎ 


تقاطع | نپا را 0 می نامیم ؛ چون 0 برروی نمسار ۸ است ار A8‏ و 
4€ » دوضلع زاوی ۸ › به یك فاصله است : 
OK =OL‏ 
همچلىن 0 برروی ساز ذاوية 8 واقع است » س : 
OK = 0H‏ 
در نتیجه 01 = 081 * بنا بر این نقطة 0 از دو صلع اویه ° به 
یك قاصله است و پر نیمساز داویه © واقع می‌بأاشد . 
ازا نجا سه نىمساز متقارېند . 
۴ ۔ قضیه - هر دو نیساز دو زاوی خارجی مثلٹ و نیمساز زاويه 
داځلی غیر مجاود نها بر يك نقطه می گذرند . 


١إ“‏ 
برهان _ نىمسازهای زاوبه های 
خارجى 8 و € تکدیگر را در 
0 قطع می‌کنند ؛ عمود های 0٤‏ . 
و 0D‏ و ۴ 0 را بترتت ر ACĞ‏ 
و BC‏ و AB‏ فرود میاورم 
(شکل۳) . 0E=05‏ ( چون 0 
روی نیمساز € است) . ش م 
=D‏ 0۴ (چون 0 روى نىمساز 8 است) . 
تيجا تکه 0۴ 0E=‏ » بعنی نقطةٌ 0 از دوضلع 4 بهبك فاصله 
است » ہس نیساز لھ هم بر 0 می‌گذرد . 
۵ قضيه - سه ارتفاع مثلٹ بر يك نقطه می ذد ند . 
برهان _ از هرر اس مثلث خطی موازی با ضلع مقا بل ان می کشیم 


(شکل۴) تا از برخوردشان مثلٹ '€'۸'8 بدست | بد . ابت می کنیم 
که هر ارتفاع مثلٹ ۸8€ عمود منصف کی از اضلاع مثلك A'B'C!‏ 


۹۲ 

است وچون سه عمود منصف‌اضلاع مثلك ٤‏ 8 ۸ متقار بند» صحت قضیه 
محرر می‌شود . ۰ 

مکل € BC A‏ بنا به عمل » متوازی الاضلاع است › پس : 
B٥‏ = 4€ ؛ ونىز شكل € AB‏ » بنا بە عمل › متوازیالاضلاع 
است » س : 8€ = 48 ؛ بنا براىن CB b~, A» AB = ۸C7‏ 
است . ۸0 که بر 8€ عمود است › بر موازی آن € 8 نیز عمود 
می‌شود» بعئی ([4 عمود منصف € 8 است . پەھمین تر تیب 8٤‏ عمود۔ 
منصف )€ ۸ و ۴€ عمود منصف 8 ۸ است۔ 

۶ قضیه - خطی که از 
وسط يك ضلع مثلث موازی با ضلع 


دیگر رسم شود » ضلع سوم دا نصف 
می گنک . 


D€‏ =4 (شکلھ) 
DE | 0‏ 
EA¬— EB : 5>‏ 
برھان ‏ از ۴ خطی موازیبا ۸6 می کشیم تا 08 را در ۴ قطع 
کند . شکل € DE۴‏ » بنا بەعمل › متوازی‌الاضلاع أست . 
س : EF— DCE=DA‏ (۱( 


î A 


جون اضالاع دو زاو به و ۳ متواز ينكد ۳= )؟( 
نعلاو ه نسب يه دو هتوازی E۴‏ و € و قاطع AF‏ : 


A A 


۵ = )۳( 
از روابط ۱ و ۲ و ۳ نتیجه می‌گیر بم که دو مثلث EFB ; ADE‏ 


_ ۳ 
به حالت ز ض ز مساو ند . 
نابر اىن : €8 = E4‏ » بعنی D۴‏ ضلع ۸8 را صف می‌کند . 
۷ نتیجه - طول باره‌خطی که از وسط بك صلع مثلٹث همو ازات 


ضلع دیگر زسم و به ضلع سوم محدود شود مساوی است با نصف ضلع موازی 
با ن پارەخط . 


برهان _ ازمتوازیالاضلاع EFC‏ (شکل۵) وساوی دومثلٹ› 
BC, r.‏ 
۸ - قضية عکس - خطیکه اوساط دو ضلع مثلثی دا به هم وصل 


کند موازی است با ضلع سوم و مساوی است بانصف ۲ن . 


فر ض : D^ == D8‏ و EA= EC‏ (شکلء]). 


: DEC , DE | BC : p> 


A 


برھان ۔ اگر D۴‏ موازی ا 8€ نباشد از ([ 
خطی موازی با 8€ میکشیم تا ۸€ را در ٤‏ ش۶ 


قطع کند . میدائیم کہ ۴ وسط ۸€ است › ہس 85 بر 8 منطبق ہی ۔ 


شود » بعنی 5۴ با 8€ موازی است » و مساوی نصف آن نیز هست . 


8B 


٩‏ قضیه - بارهخطی که از وسط بك ساق ذوزنقه موازی با قاعده 
رسم و به ساق دیگر محدود شود »› ساق دیگر دا نصف م ی‌کند و طول خودش 
اوی است با نصف مجموع دو قاعده . 


برھان _ قطر 08 را رسم C‏ 0 
E‏ 
می کنیم (شکل۷) . چون در مثلٹ B‏ 7 


۹ے 


خطی‌موازی ا AB‏ رسم کر ده ايء از و سط DB‏ می گذرو وھ = ۷ع : 
و چون درمشث DCB‏ از نقطة 1 و سط DB‏ خطی‌موازی با 0€ کشیدها ب 
از ۴ وسط 8€ می‌کذرد و گ1۴۳ بنابراین : 


AB+DC 
EF=EM+MF = A DC” A 


ح٠٠‏ - قضية - خطی که اوساط دو ساق ذوزنقه را به هم 
دصل کند موازی است با قاعںه و مساوی است با نصف مجموع دو قاعده . 


(اثبات برعہدة دانش آموزان است .) 
۹ ۔ قضیه - سه میانه حر مثلٹ بر بك نقطه می نذر ند . این نقطه 


به فاصله يك سوم هر میانه از و سط صلع و دو سوم میانه از رس 5رار 
دارق . 


برهان ‏ دوما نه ۴ھ و8 رارسم ھی کنیم(شکل۸) تابکدیگر 
دادر € قطع کنند . اگر 8 را به ۴ وصل کنیم بنا برا نچه که مىدا نیم 
EFA , EF | AB‏ و نیز اگر از ۴ وسط ۸6 بە ۴ وا 
B6‏ وصل کنیم › در مثلث ۸68 
FAP , EF | AB‏ 
بنا بران E F۴‏ = ر || g EF‏ 
E FFE JÈ‏ متوازیالاضلاع 


است » و در نجه : 


GE=GF =BF = BE , GBF BE 


s ۳ 2 »‏ 
عنی 6 به فاصله ے- ميان 8€ از ران 8 و همان مبانه از 
وسط ضلع ۸€ است . 


YAF 

۳ ۳ 

نا براین 6 » نقطة تقاطع دو میانه است و بر میانة E8‏ از 

ضلع ۸€ قرار دارد . حال اگر به جای ۸۴ ؛ میانة 00 را با میانه 

BE‏ در نظر بگیریم باز به همین نتیجه می‌دسیم » يعلى جایی که میا نه 

CD‏ میا نة BE‏ را قطع کند بەفاصلة ے- از وسط ضلع ۸€ خواهد بود 
یعنی همان نقطة 6 است › پس سه میانه بر 6 می‌گذرند . 


GA— 


خلاصة مطالب مہم : 


. سه عمودمنصف اضلاع مثلٹ بر یك نقطه می گذرند‎ ١ 

۲ سه نیمساز زوأیای داخلی هرمئلٹ بريك نقطه می گذر ند . 

۳ در هرمثلث » دو نیمساز دو زادیة خارجی و نیمساز زاویۂ داخلی 
غیرمجاور آ نها بریك نقطه می گذرند . 

۴ _ سه ارتفاع مثلث بريك نقطه می گذرند . 

۵ خطی که ازوسط يك ضلع مثلك موازی باضلع دیگر دسم شود ضلع 
سوم را نصف می کند . 

۽ خطی که اوساط دو ضلع مثلث را به هم وصلل کند موازی آست با 
ضلع سوم و مساوی است با نصف‌آن . 

۷ پاره خطی که از وسط يك ساق ذوزنقه مواذی با قأعده رسم و يه 
ساق دیگرمحدود شود آن ساق را نصف می‌کند ومساوی است با نصف مجمو ع 
ده قأعده. 

۸ خطی که اوساط دو ساق ذوزنقه را به هم وصل کند موازی است با 
ده قاعده و مساوی است پا نصف مجمو ع نها : 

٩‏ - سه هیا نة مثلث بریك نقطه می‌گذرند . این نقطه به فاصلة يك سوم 
میا نه از وسط ضلع و دو سوم میانه از راس قرار دارد . 


# 
۶ هندسة چهارم ر باصي AY‏ 
_ وتر و ارتفاع وارد بر قفن . 
تمرين _ میانه و ارتفاع وارد بی وتر . 
. ۴ وتر و ميان وارد بر يك ضلع . ۳ 
١‏ هر گاه از محل تلاقی نیمساذهای داخلی مثلٹ متساویالاضلاع ٣۵‏ در هر جھارضلعی خطه‌ای واصل بین وسطهای هر دوضلع : 
B€‏ ۸ دو خط مواذیبا ۸8 د ۸€ دسمکنیم این خطھا ضلم 8€ دا به ۴ وخط واصل بین وسطهای دو قطر » متقاربند . 
جزء متساوی تقسیم می کنند . 


ٹا بت کنید که وسطھای ضلعھای هر جھار ضلعی راسھای یك متوازی۔ 
الاضلاع هستند ؛ درچه صورت اين متوازیالاضلاع مستطیل با لوزی أست . 

مثلٹی با این معلومات رس کنید : ب 

. دو ضلع و میانۂ وارد بر یکی اذ آن دو ضلع‎ ٣ 

۴ ۔. دو ضلع و میانۀ وارد برضلع سوم . 

۵ - دو میا نه و ضلعی که ميان آن رسم نشده است . 

۶ دو میانه و یکی از دو ضلعی که میانۀٌ آنها داده شده است . 

۷ ہے سه میانه . 

۸ يك ضلمع و ادتفاع و میانة وارد بر ]ان ضلع . 

. دو ارتفاع و ضلعی که ارتفاع آن رسم نشده است‎ - ٩ 

. دو ادتفاع و یکی از دو صلعی که ارتفاعشان داده شده أست‎ o 

۹ دو ضلع و ارتفاع وارد یں ضلع سوم . 

٢‏ ۔ دو ضلع و ارتفاع وارد ہریکی از آ تھا 

۴ وسطهای سه ضلع . 

۴ يك ضلع وارتفاع وارد بر ان د میا نة وارد ڊرضلم دیگں . 

۵ ۔ بك ضلع و ميان دارد بر آن و ارتفاع وارد بر ضلع دیگر . 

۶ - دو ضلع و شعاع دایرة محیطی . 

۷ - دو زاویه و شعاع دایرۂ محاطی . 

. دو زاويه و ارتفاع وارد بر ضلع بین آن دو‎ - ٨ 

۹ - یك زاويه و دو ادتفاع وارد بر اضلاع آت زاویه . 

مثلٹ مشساوی|لساقینی با این معلومات سارید : 

. محیط و ارتفاع وارد برقاعده‎ ٥ 

ملت قاگم| لزاویه‌ای با این معلومات بسازید : 

۱ يك ضلع و ارتفاع وارد بر دت . 


۳ 


فصل دهم 


۹- تعریف ہ هرگاه نقطة ثابت 0 و قط غر 


مانند ۸ را درنظر یک 


مارن 
دقارن ھر کزی 


مر مشحص دیگری 


ریم د ۸0 را وصل کر دہ 05 به تداز خرو 


تا نقطه ۸ امتداد دهیم ( شکل ۱ )) ۸۲ را 
قرینة مر کزی ۸ نسبت به 0 و 0 را مر کر 
تقارن می گویند . در شکل ١‏ › '8 قرینة 8 و 
6 هم قرینة € است . 

۴ - خاصت تقارن متقابل است » 
یعنی ا گر '۸ قر ین ۸ باشد » ۸ هم قرینة 
۸ است . 

۴- تعریف ۔ قرینۀ مر کزی هرشکل . 
شکلی است که هر نقطه اش قرینة مر کزی رك 
ا کل امل باشد . 


ا 
لے 8 ےھ زهان خط د وک 


تقارن 0 مفروضند ( شکل » ) 


, ا ر س دو ذَقَطه ما ند A‏ ° 
ت i a‏ د8 بر 4 اختار 


می کنیم و ۸ و '8 قرینه‌هایآ نی 
را نسست به 0 بدست ھی آوریم 


_- 
از ۸۲ به '8 وصل می کیم تا خط مستقم ۸ حادث شود . ازاینکه دو 
مثلٹ ۸08 د '۸'08 (به حالت ض‌ذض) منساویند ؛ نتیجه می گمر یم 
کہ 8 ='8 › پس ۵ | '۸ است . حالا ثابت می کنیم کہ خط '۸ قرینۂ 
۵ است ؛ یعنی ابت می کنْیم که فر نه هر نقطه ۸ بر ۵ داقع است . 

در حقىقت اگر از هر تقطةٌ غر مشخص M‏ از خط 4 به 0 وصل 
کرده امتداد دهم تا 4۲ را در M۲‏ قطع کند» دومثلث 80M‏ و 8'0M'‏ 
(به حالت ر ض د) متساوی می‌شو ند د ' 0۷ با 0۷ مساوی می‌شود › 
يعلى M'‏ فرينه ۷ است . 

۵ ۔ نتیچه _ قرینه مر کزی هر باره‌خط › باره‌خطی است مواری 
ومساوی باآن . 


۶ ۔ قضیه ۔ قرینه مرکزی هرذاویه› 
زاو به!ای است ساوی وھم‌جهت باآن . 


برھان ۔ درشکل ۴ › ۸78'C‏ را رین 

8B‏ ساختە‌ایم. چون اضلاع دو ذاویۂ حادۂ 
ه و '» متواریند » دو راوه با هم برأ بر ند 

بطوری که مشاهده می کنید اگر ۸86 


کے 
در حہت میت باشد؛ ')'8 '۸ نز در همان 


حہت است ۔ 
۷ - نتیجة ٩١‏ ۔ قر ین مرکزی هرمثلت » مثلئی است ماوی با آن . 
زیرا که اضللاعشان باهم و روابايشان نز دو ېدو باهم مساو ينك . 
۸ ۔ تیجة ۳ ۔ قرینه مرکزی هر چندضلعى » يك چندضلعی است 
مساوی باآن . زیرا که ضلعپا و زاویه‌های | نپا نظبر بنظر متساویند. 


0 
٩‏ - مر کر تقارن یك شکل - هر گاه در شکلی نقطه‌ای» ما نند 
0 ؛ بتوان یافت که قرینهة هر نقطهٌ شکل نسبت به‌آن برروی خود شکل 
داقع شود ان نقطه را مر کز تقارن شکل می‌گویند . مانند 0 مر کز 
دایره (شکل ۴) که هر گاه قر یله نقطه‌ای 
مثل M1‏ ار دایرہ دا نسست به آن بدست 
u Î M‏ آ وريم نقطه‌ای مانند '۷ خو اهد شد که 
برروی دایره واقع اسٹ . 

٠‏ قضيه ‏ نقطه تقاطع دوقطر 
ش۴ متوازی‌الاضلاع » مر کز تقارن شکل است . 
برهان ۔ در شکل ۵ > نقطةٌ ۷[ را بریکی از اضلاع متوازی ۔ 

الاضلاع اختیار کر ده '11 قرینۀ آن را نست به 0 بدست می آودیم : 

OM'—=OM 

دو مثلث 08[ د 1'05 به حالت ښزض متساویند (0[0 = 08 
MOB= DOM’‏ د (OM '= 0M‏ س 6B M = ODM"‏ مىشود. 
اما می‌دا نیم که 6B‏ مساوی 69€ است. بنا بر این ذا دة 05۷ 
مساوی زاویه 0€ و در نتجه ' ۷ 
برروی 0€ واقع می‌شود » یعنی فرینه 
هر نقطه متوازی‌الاضلاع نسبت به 0 ؛ 
شم روی‌خود متوازی‌الاضلاع قرادمی‌گیرد. 


تقارن معو زی 


۹ تعریف ۔ هرگاه خط ثابت 4 و نقطه غىرمشخص ۸ را در 


NETIRS os 


4 E 0 i 


ر ھھھ چ 


۵ س 
نظر بگیریم و از ۸ عمود ۸۴8 دا بر ۸ فرود آورده از ۴1 به اندارة 
خودش تا قط '۸ امتداد دهم (شکل ع) » '۸ را قرینة محوری ۸ 


نبت به ۸ و 4۸ دا محور تقارن می‌گویند . 


درشکل ع» '8 قرینة 8 و') 4 ٤‏ 
قرینةٌ € است. قر ين هر نقطه ما نند | | 
1 ك روی محور باشد» برحود N Bi E : A‏ 
ن ا 
- تعریف ‏ فر یه محوری 1 KK B‏ 
هر شکل»شکلی‌است که هر نقطه‌اش شش 


۴۳ _ قضیه ۔ قر بنا محوری خط مسنقیم خطی است مستقیم که بر نقطة 
تقاطع خط و محور می درد . 


برهان ۔ در شکل ۷ 
خط 4 و محور تقارن 5 
داده شده‌اند؛ خط ۸ محور 
رادر 0 قطع می‌کند . ۸٠‏ 
قرینة يك نقطة ۸ از خط 


۸ را بدست می اودیم و ار 


ش ۷ 


0 به ۸۲ وصل می کنیم تا خط ۵ بدست آید. دومثلث 10۸ و 110۸ 
متا ذد A'H = AH)‏ 0۳ در هردو مشترك و ]۴ در هردوقاگمه)» 
می کیم که قرینۂ هر نقطة ۸ بر ۸ قرار دارد 


-0\_ 
اگر از هر نقطة غرمشخص M1‏ از خط ۸ عمود 6[ را برمحور 
0D‏ فرود اوردہ امتداد دھیم تا ۵ دا در ۷ قطع کند » در مثلٹ 
aS OK b> MOM'‏ ھم تيمسار و هم ارتفاع است » میا نه نز هست » 
بس KM ' = KM‏ است› یعنی 1 رین 1 است . 


۴ ۔ نیج ١‏ قر بنه محودی هګرخط که موازی بامحور باشد» با 
محور موازی است , 


ھ۱ - تیج ۲ ۔ قر ین محوری هر بارهخط با خود ن ساوی است . 
۶ قصیه - قرینه محودی هرزاویه» زاویه‌ای‌است مساوی باآن و 
در جهت مخالف ۲ن . 
A‏ کے 8 سے 
برهان - ۸'8'€C'‏ قر نة 8€ ۸ را 
بدست می | وريم (شکل ۸) › 88'۸ ۸ 
دور نقه‌ای متساویالساقىن ست > س : 
A BP H=ABH TT TT‏ :و بەدلىل مشابە : 
CB" 1= CB‏ د پس اذ تفریق : 
AB H-CBH=ABH-CBH ¢‏ 
ATB'C'= ABC : li jl :‏ 
شش ۸ بطوری که مشاهده می کد » اگر 
جہت 8€ مثا موافق با جت دوران عقر به‌های ساعت باشد » جرت 
BC‏ مخالف آن است. 
Ev‏ نتیجۀ ۱ - قرینا محوری هرمشلث » مثلٹی است مساوی ياآن . 
ریراکه اضالاع مثاث قرینه ہا اضلاع مثلث اصلی مساویند . 


۸ ۔ نتیجة ۳ ۔ قرینا محوری هر چندضلعی › بك چندضلعی است 
مساوی با آن . 


r u a 
e r OBE n 
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استدلال مانند قرینۀ مر کزی حندضلعی است و بیان آن برعردة 
دانش آموذان است . 

٩‏ - محور تقارن یك شکل ۔ هر گاه روی يك شکل؛ خطی 
بتو ان بافت که قر ينه محوری هر نقطه از شکل نسٽ يهان خط بردوی 
خود شکل واقع شود > آن خط را محور تقارن شکل گویند . مانند 
هرقطر دایره که وقتی قرینۀ نقطه‌ای 1 
مانند 1[ از دایره را نسیت به آن بدست 
آوریم» نقطه 1۲ می‌شود که همچنان ب ° A‏ 
روی دایره است (شکل ۸) . 

بر خی اشکالء مر کزتقارن دارند MM‏ 
ومحور تقارن ندارند» مانند متو ازی - شس ۹ 
الاضالاع ؛ بعضی محور تقارن دار ند ومر کز تقارن ندار ند › مانند مثلث 
متساوی‌|لساقین که ارتفاع وارد برقاعده‌اش محور تقارن است ؛ بعضی 
محورهای تقارن متعدد دارند » مانند مثلث متساوی‌الاضلاع که ھر - 
ارتفاعش يك محور قارن است؛ باره‌ای ار اشکال هم مر کن تقارن‌دار ند 
و هم محور تقارن » مانند دایره و لوزی و مستطیل . البته بیشتر شکلما 
ته مر کن تقارن دارند و نه محور تقارن › مانند مثلث غر مشخص يا 
ذوز نقه‌ای که متساوی‌|السافن ناش . 

خلاصة مطالب مم : 

١‏ - برای پیدا کردن قرینۂ نقطُ ۸ نسبت به نقطۂ 0 خط ۸0 را 

وصل کرده از © به اندازۂ خودش تا '۸ امتداد می‌دھیم › ۸ را قرینۂ ۸ 


نسبت به 0© د © را مر کز تقارن می‌نامند 
— قر یله مر کزی هر قطعه حط › ارہ خطی أست موازی وماوی باآن. 


E 


. فرینة مر کزی هرزاویه» زاویه‌ای است مساوی و هم‌جهت با آن‎ ٣ 

کت قرا مر ی وکل : فکلی ماوع پاق د 

EIT‏ درشکلی نقطه‌اآی بتوان یافت که قر ینۀ هر نقَطة شکل نسبت 
به آن درروی خود شل واقع و فقطه را e.‏ تقارن شکل شر کو اال 

تقطة تلاقی دوقطر متوازیالاضلاع؛ ر ارنآ ن است. 

۷ - برای پیداکردن قرینۂ نقطة ۸ سبت به خط ۸ عمود ۸۴1 را ہر 
4۵ فرود می‌آودیم د اذ ۳۴ به اندازۃ خودش تا ' ۸ امتداد می‌دهیم › ' ٩‏ را 
قرینة محوری ۸ نسبت به ۸ می نأمند . ۸ را محور تقارن می گویند . 

۸ - قر ین محوری هر قطعه خط » قطعه خطی است مساوی با آن . 

٩‏ د قرینۀ محوری هرزاوبه » ژادیه‌ای است مساوی پا آن و در جهت 
مخالف ان . 

. ۔ قرینة محوری هرشکل » شکلی است مساوی با آن‎ ٥ 

۱ ہ هرگاه خطی بتوان یافت که قرینۂ محوری هر نقطة شکلی نسبت 
به آن خط برروی خود شکل داقع باشد » آن خط را محور تقارن آن شکل 


تمرين 

امت کتید کہ آ کر وو مکل ۴ Fy,»‏ قر ینه‌ها یي F,‏ ست به دو 
تقطة 0 د ,© باشند ؛ أضلاع متناظر آ نها با هم موأزيند . 

› ثابت کنید که قرینه‌های يك شکل نسبت به دو محور مفروض‎ ٣ 
. متساوی و در یك جهت هستند‎ 

۳ قرینه‌های نقطۂ تلاقی أرتفاعات هرمثلث نسبت به هريك از اضلاع 
آن بردوی دایرۂ محیطی مثلث قرار دأرند . 

۴ خط 4 ونقطۂ © و دابرۂ ,© داده شده!ند. بر خط 4 نقاطی بدست 
آور ید که قر ینه‌ها یشان نسبت به () روی دایرة ,© باشند . 

۵ - دو تفط ۷M‏ د N‏ در یک طرف خط 4 داده شده است . بردوی ۸ 
نقّطه‌آی بيا بيد که مجمو غ قا صلەھا يش اذ M1‏ و دوجکترین مقداری که ممکن 
ست نشود . 

۶ . خطی رسم کنید که سه خط مفروض ل › پd‏ د ر دا دد N + M1‏ 
و۳ قطع کند د MN = N۶‏ باشد (عدة جوأیهای مسئله ؟) . 


فصل پازدهم 


کلامی سد در بأارة جل مسال هل سه 


تمرینات هندسه پسیار متنوع است و برای حل آنا » چون يك 
روش قطعی در دست نیست» بناچار باید از داهپای مختاف و با توجه به 
قضایای مختلف فکر کرد و این بزرگترین عامل تقویت قوای دماغی و 
فکری اف : 

نکاتی حند را تد کرمی‌دهیم که آگر ہا جدیت وصغ دا شر احور اق 
و راهنمایی و مراقبت دران توأم شود» بدون تردید تمام تمرینات این 
کتاں درجریان سال تحصلی حل خواهند شد . 

لکت برا خلا تھے 5وی کا مش می کوان اران 
اسا کے دی فح هرتیل سے ذا ن این اسک ماای راک 
بايد حل کرد » حل شده انگاریم یا قضیه‌ای دا که باید ثابت کیم ؛ 
صحبح فرض کرده و به خواصی که از آن نتیجه می‌شود پی ببریم و از 
خاصیتی به خاصیت دیگرء یا از نتیجه‌ای به تیج دیگی برویم تا وقتی 
که به يك نتيجة مسأم وقطعى برسیم. برای رسیدن ار نتیجه‌ای که مسلم 
فرض شده به یك نتیجۀ قطعی » بناچار استدلالی کرده‌ایم ؛ چون این 
استدلال دا از آخر شروع کنیم › یعنی از نتیجةٌ قطعی و مسلم نپایی که 
بدست آورده‌ایم آغاز کنیم د بتدریج » خاصیت بخاصیت در جت مځالف 


_\o¥L ۶ 
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| نچه که قیلا کرده‌ایم پیش برویم » به نتیجه‌ای که نخست صحبح فرض 
کرده بوديم و اکٺون صحت آن محرز 


RAR , 


می‌شود » حواهیم رسید . 


لته ا ٤‏ ۰ 
:ید خواصی که از یکدیگر نتیجه می گیریم» صحیح و منطقي 


ومر بوط به یکدیگر باشند . 1 استدلال فپقر ایی چن ‌خواهد بود : چون == ۸8 و = ۸A0=‏ 
مال ١‏ - دوځخط متوازی ۷M‏ ] د دامایل ۸8 ف عمود 40 قىم است » ABO~AOB ,AB=AO‏ خواهد بود. اما درمئلك متساوی۔ 
کر ده ند مایل ([8 را چنان دسم می‌کنیم که ۲۸8 = ۳0 باشد. ابت کنید که: الساقین 4۸0 : ۲۸00 = ۸08 و در دو متوازی مفروض و مورب 
کے ۱ کے ر کے _ کے کے _ کے" 
ABO=OBCÈ : y+ ADO=OÖBC: DB EBÛ= 2-ABC‏ . 
حل فرص می کنیم که نتیجه صحیح و ۸8 سه برای ۴8 يا : OBC= 7 ABC‏ 
راھ ۳ 1 . س کے کے 
باشد (شکل ١‏ در این صورت لازم می أ ید که A BE= YEBC‏ شود‘ مثال ۲ ۔ حر اه از 6 محل تلاقی میا نه‌های مثلك › خطی یگذرا نیم 
DBD NM‏ واز ۸ و 8 و € )› رئوس مثلٹ » عمودهأی ' ۸۸ و B8'‏ و ٥€'‏ دا بر آن 
A‏ ا فرود آودیم › طول عمودی که در بكطرف خط است » برابر است با مجموع 
5 دوعمودی که در طرف دیگر ان است . 
4 ج 4 : حل - در شکل 
> بايد ابت فن 
سے AA =BB +CC’ ٣‏ 
د چون ۴8€ = ۸9۴ است › باید ۲۸9۴ = BE‏ 4 شود . اگر از اگر نتیجه مسلم باشد» 
۸ به 0 وسط وصل کیم > می دا نیم که ۸0 میا نة مثلت قائمالن اویه لازم می یدکه : 
دمساوی نصف وتر است › یعنی : MM‏ = ۸۸ باشد ش۲ 
MM ( AOE= YADE A0=O0D=OF‏ از وط BC‏ بەموازات 88 و CC‏ کشیدہ شدہ وبرابر نصف 
پس :۸0۳ = ۸B ۴٤‏ خواھد شد » یعنی مثلٹ 80 ۸ متساوی _ مجمو عا نپاست) ؛ باچون از & وسط ۸6 خط × را موازی ا AA‏ 
الساقن مىشود و : ۳ B= ۸0=0E=‏ ۸ می‌باشد . رسېکنيې» بابد 1M = K)‏ باشد.اماتساوى 1M‏ د × ازبرا بری 
بابرا مثلثپاى GK‏ د GMM‏ محرز مىباشد › زىرا كە KG = 6M‏ د 


. KGK =MGM K KG=M MG باشد.‎ ۲ 


N oA 


بنا براین صحت مسئله نیز مسلم هی‌شود . 

اال ر ی غود دا ا مور ان ات 

ENS a SS Ea 
مکانہای هندسی در حل مسائل » بخصوص | نپا که به بافتن نقاطی با‎ 
شرا بط معین هر بوط می‌شوند نقش مہمی افا می‌کنند و بايد برای‌تعیین‎ 
تقاط » از فصل مشترك مکانپای هندسی استفاده کرد.‎ 

مثال ٩‏ - نقطه‌ای تعیین‌کنید که از دوخط ۾ و 4 به يك فاصله و از 
خط ,ي به فاصلة 1 باشد . 

حل - مکان هندسی نقاطی که از دوخط ل و4 به یك فاصلها ند 
تىمساززاو به حادث مانا اش فان هندسی نقاطی که از خط پd‏ به 
فاصلة 1 باشند» خطی ست موازی با آ ن و به فاصله 1 از أن و قط مطلوب» 
فضلمشترك عکانپایغندسی نامرد است. . :چون هان 03۵ دو 
زاو یه یدید می أ ید » دو نیمساز زاو به رسم می‌شود وچون دو خط نیز می 
توان بافت که جمیع نقاطشان از پ به فاصلة 1 باشند » مسثله عموما 
چپار جواب دارد . 

مثال ۲ - نقطه‌ای تعیین‌کنید که از دو نقط ۸ و8 به يك فاصله باشد» 
همچین از دو نقطه ] و ([ . 

حل - مکان هندسی نقاطی که از ۸ و 8 به بك فاصلها ند»عمود۔ 
منصف ۸83 است ونيز جميع نقاط واقع بر عمود منصف 60 از دو نقطه 
د D‏ به بك فاصله‌اند » پس هرجا دو عمود منصف بکدییگر را قطع 
کی وات مله اس : 


در صورتی که دو امتدا» AB‏ د 5 متوازی و حمچنسن منطق 


ret apg E aE re RIEHL APRêir mf. 1e ^ r 
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a‏ باهم 
موازی با برهم منطبق باشند » مسثله ا کا ھآ 
دو امتداد ۸8 د €۵ برهم منطبق و وسط ۸8 یز پر وط منطبق 
E‏ 8 و C9‏ متوازی وعمود منصف‌های | نپا برهم منطبق 

ld al LT باشندکه‎ 


فصل دوازدهم 


دایره 


ادضاع خط و دایره 


۹ الف ۔ هر گا بخواهی بر دو نقطه مانند ۸ و 8 ( شکل )١‏ 
ر داره‌ای بگذراني ؛ هر کز دایره 
ړوی عمود منصف بارهخط ۸8 
فرار خواهد داشت . چون هر نقَطةٌ 
ان عمود منصف می‌تواند هر کز 
بك دایره باشدکه بر 4 و 8 مرور 
کد » نتیجه هی گیر یم که ردو نقطه 
دایره‌های بیشماری می ګذرد . 
بخصوص» یکی ازاین دایره‌ها 
به فطر ۸8 است که مر کزش نعط 


ب ۔ هرگاه بخواعیم بر سه نقطه ماتند ۸ » 8 و € ( شکل ۲ ) 
که برروی بك خط راست نیستند » دابره‌ای 
بگذرانیم»هر کز دایره» هم برعمود منصف ۸8 
وهم بر عمود منصف )8€ واقع است. أن دایره 
منحصر به‌یکی است زیراکه اکر دایرة دیگری 
شش ب هم برسه نقطه مذکور بگذرو مر کز أن بايد 


E 


روی عمود منصفپای 48 و 8٤‏ » بعنی بر محل تقاطع آ نہاء باشد؛ پس 
مرکز آن حمان نقطةُ 0 است . بنابراین بر سه نقطه که برروی يك خط 
راست نباشند » فقط بات دایره می‌توان گذراند . 

هر گاه سه نقطةُ ۸ » 8 و € برروی یك خط راست باشند (شکل 
¥(« واضح است که عمود منصفیای ۸8 و 86€ اا بکدیگر موازی هستنذد 
و نقطة مشتر ك ندأرند ؛ سس : 


درسه نقطهکه بر روی بك خط 
داست باشند » نمی‌توان دایره‌ای 


از اينجا اين نتيجة مم 
ددست می | ددکه : خط داست ذمی۔ 


توا ند ا دابره دیش از دو قط 
مشتر ك داشته باشد . 


۳ 

زیرا که اگر بیشتر از دو نقطه مشترك داشته باشد» لازم می آ بد 
که برسه نقطه ازآن تقاط » بك دایره بگذرد و این امر همکن ست . 

. اکنون در وضع خط و دابره بحث هی کیم‎ - ٣ 

هر گاه خط 0 و دایرۂٌ 0 در نظرگرفته شوند و از نقطهٌ 0 عمود 
0H‏ را ر D‏ فرود 
اورم وطول 0۴ را 
1 وشعاع دایره را 8 
بناميم » ممکن است 
بکی از این سه وضع 
بش بيا ید : ش۴ 

۱) 8< 1 باشد. دراین‌صورت ۴ خارح از دابره است (شکل۴) 


hE‏ هندسة چهارم ریا ضی 

و هر ذقطه از له س : 
ع یکر ا ر خط 5 نیز خار ج ار دادره واقع می سور › ده 
دلىل اكه : OM>R yy OM>OH‏ است ؛ در نتحه خط 0 | 


دا یره نقطه مشتر اد ندارو . 


1R ©‏ باش( شکل ھ۵ ) . 
در این صورت ]۴ دوی دایره است »› 
اما هر نقطه دیکر مانند 1[ از خی 
۵ در خارج دأیره ست ؛ به ولىل 
oM > R‌‫ع OM>OH: ail‏ 
) ھ۵ ست ؛ در این حالت خط 0 با وار 
قط بك قط مشترك دارد ۰ چنین خطی را مماس بر دایره هی گو ینن ؛ 
را قطة تماس وشعاع 013 را شعاع نقطة تماس می امن . ساد گی 
ابت می‌شود که : شعاع نقطة تماس بر خط مماس عمود اسن ٠‏ 

1<R (f‏ است (شکلء). رر 
این صورت در دوطرف عمود 08 رو 
مايل مانند 04 , 08 به طول 8 
می توان رسم کرد؛ دو نقطةٌ ۸ و 8 › 


شم انتهای این دو مايل » پرروی وار: 
0 فرار دأرنك› عئی نن حط 5 


و دار 0 مشتر ك هستند ؛ به بیان 
دیگر؛ در این حالت ۲ خط 0 با دار 0 دو نقطة مشترك پیدا می کند. 

) خطی را که با دایره دو نقطة مشترك داشته باشد » قاطع دابر. و 
دو نقطةُ مشترك را قاط تقاطع آن خط با دایرہ می نامند ؛ ہیں خملل کک 
اطع دابره باشد » دایره را در دو نقطه قطع هی کند . 


| 
| 


أ 


(۳ 


مطا لی a5‏ شرح أان‌گذشت ر صو رت رر خا سه می سو ند 


)١‏ صر اه فاصله مر کز دایره ار خطېی بر ر گګتر از شعاع 
دایره باشد › آن خط با دایره نقطه مشر ك ندارد . | 
۳ )ھر اها ین فأصلەمسأاوقى شعاع باشد؛ خط ردا یره مماس‌است. | 
(f‏ اګر این فاصل هکو چکتر از شعاع باشد » آن خط › دایره 
را در دو نقطه قطع می کند . 


۳ - بعکس بآسانی می‌توان فہمید که : 
1) اگر خطی با دابره نقطة مشترك نداشته باشد» فاصله 
م رکز دایره از آن خط › بز د گتر است از شعاع . 
۳) گر خطی در دااره مماس باشد » فاصلة مر کز دااره 
از آن خط » مساوی است با شعاع . 
۳) گر خطی دابره‌ای دا قطع کند › فاصلة مر کز دایره 
از آن خط › کوجکتر است از شعاع . | 
استدلال ان قسمت در عرد داشا موزان ست 
اؤضاع دو دایره نسبت به هم 
۴ - هر گاه دو دار 0 و 0 بەشعاعپای ۴ د R'‏ رادر نظر گرفتہ 
و فاصله 0 و 0 ( عنی طول خطالمر کزین دو دأیره) را به تماش 
دهیم و خط 007 را وصل‌کنیم ومحل پرخورد 007 با دابر؛ 0 را نقطة 
A‏ و با دار 0 را نقطە 8 بنامیم › یکی از منج وضع مختلف ممكن 
است يىش پا دد بها ین فرار: 
ا1( a> RHR‏ 
باشد (شکل۷) ؛ به جای ل 
مساوش 08+۴8 را می 


گذاریم لحه می شود : 


2 
.OB >R wl jl, OB+RDRIHR‏ 
در نقطه 8 مماس ۵ را بر دار 0 رسم هی كنم » ۸ ر O00‏ 
عمود می‌شود (چرا ؟) . 
چون ۴۸< 08 است » ۵ با دار 0 نقطة مشترك ندارد و دايرة 
0 هم که طرف دیگر ۸ است» با دأ رة 0 نقطۀ مشترك نمی‌تواند داشته 
باشد ؛ س هرىك از دو دایره خار ج دیگری است . چين دو دايره 
رأ متخارج گور . 
4R R‏ باش (شکل 
٨۸‏ . در این صورت نقَطۀُ ۸ که 
به فاصلا R‏ از 0 روی خط 007 
۸ اختیار شود متعلق به هر دو دارره 
است ؛ به دلیل أ نکه ۴= 04 و 
A=00-O0A=d-R=R+R - R=R'‏ 0 
پس دو دايره بك نقطه مشترك دارند . حال اگر از ۸ خطی بر 
00 عمود کنیم » بر هر دو دایره مما می‌شود (به چه دلیل ؟) و چون 
دو دأیره در دو طرف أن خط قرار دارند » نقطة مشترك دیگری نمی - 
توانند داشته باشند . چشن دو دایره را مماس خارج نامنں . 
R—R' <d< RR (‏ 
باشد (شکل۹) دراین صورت › 
۴ و R‏ میتوانند سه ضلع مثلٹی 
باشندکه دوراسآن0 و 0 باشند. 
اکر رای سوم مثلث را ۸ پنامیم ‏ 
چون 04=R‏ و A=R7‏ 0 


۵~ 
A‏ روی عر دو دادره رار دأرد 2 مشتر ك بین نپاست : اگر B‏ قر نه A‏ 
رأ ست به OO'‏ بدست| ور ب» OB=0A=R‏ ڪ»O'B=O'A=R‏ 
خواهند بود بعنی 8 هم روی هردو دا یره است. س دودا ره دو نقطه مشت ر 


دأرند. چشن دو داه را متقاطع گو یزد AB»‏ وار مشترك | نہاست . 


در دو دایرۀ متقاطع» خطالم رکز ین بر وتر مشترك عمود است وآن را 


بدىہی است که دو دايره بسشتر از دو تقطه مشت ر ك نمی توأنند داشته 
باشند ر برا که برسه نقطه فقط یك دایره می گذرد . 

R - RR )۴‏ =4 اشد (شکل٥١).‏ دران صورت برامتداد '00 
و در طرف 0 نقطه M‏ را به فاصلۂ ۴ از 0 اختار می كنم » عن 
M. O'M=OM- OO'= R—(R- R)=R' ùyy! OM =R‏ 
بر روی هر دو دا بره قرار دارد و 


مشترك بین نهاست. حال می گو دم 


این دو دادره غر از 1 » که ر LR.‏ 


M 
oR, امتداد خطالمر کز ن دو دا نره و‎ 


در طرف 0 است »› نقطه مشترك 
دىگرى نمی توا نند داشته باشند ؛ ش ٠۰‏ 

زیرا که اگر مثا درنقطة N‏ » خارح خطالمر كزين › نيز مشترك باشند» 
سه نقطه 0 و 0 و N‏ مئلنى به 
اضلاع R‏ و d9 R‏ تشکیل ھی۔ 
دهندکه دران d4 <R ¬- R7‏ مى 
شودوا ن خلاف فرط ' d = R - ٩‏ 


است ٤‏ دس دو دأدره ةيل یك زةماه 


هشترك دارند . چن دو دایره را 


۶ 


مماس داحل کو شد 


ھ) RR‏ > 4 اش (شکل .)١‏ 
دراین صورت دو دا یره هبج نقطه مشترك نمی توا نند دأشته باشند؛ 
زبراکه اگر مثلا بکدیگر را ور نةطه‌ای مانند ۷[ قط ع کنند» باسه نقطةُ 
cO‏ 0 و 1 مثلٹی تشکیل می‌شود به اضلاع d9 RR‏ ودر ûl‏ 
d < RR‏ خواهد بود و این معنی » مخالف فرض ۸-۴ > d‏ 


است. چښن دو دأیره را متداحل می نامند . نایرانن بطور خلاصه : 
هر اہ در دو دایرہ d< R۸‏ باش ؛ ډو دایرہ متخارجند 


® یا استفاره از طر ده رهان خاف می‌توان یکس اٹ 
کرد که : 

› اکر دودا بره متخارج باشند‎ - ٩ 

d=RLR » (( مماس خارج‎ » J) F۴ 

R-R <d<R+R › ( متقاطع‎ » ۳ 


۴ « مماس داخل ر« › d=R—-R‏ 
۵ - » متداخل »< d<R—R‏ 


برای نمو نه فقط یکی از پنج حالت را ثابت می کیم : مثلا اگر 
دو دأیره هماس خارج باشند d=RA4R‏ ست . 
برھان _اگر '8 +8 = اشد باید یکی ازچہارحالت دیگر 


را داشته باش و دران صورت دو دأدره یکی از چہار وضع دیگر را 


فرض :۸8 | 0# (شکل۱۲). 


¥ 
خواهند داشت وان خلاف فرض مماس خار ج بودن وو دا ره است ' 
دس بناچار : d= RAR‏ 


قوس و وتر 
۶ _ قضیه - قطر عمود بر وتر وتر و قوسهای ۲ن دا نصف می کند . 


HA—=HB _\ 

حکم : «_ AĞC=EB‏ 
AD=ÊD _r‏ 
برهان : ۱ ۔- در مثلكث 

متاو ى|لساقىن 0۸8 عمود 0۴ 1 
اعد ۸8 را نصف می کند ۲ ۔ از شش 


برا یری AOH‏ و BOH‏ لازم ھی أ ید AC—CB‏ باشد ۳ہ جون از 

دو نىمدا ىر CAD‏ و„ BD‏ 6 دوقوس متساوی €4 9 €8 را کم کیم » 
۷ قضيه ‏ هر ګاه دړ دایرهای دو ور متساوی باشند » قوسهای 

تھا نیز متساو ند . 

.(\TJSA) AB—ATB' : فر ض‎ 

AB = A7 B7 : كم‎ 

A OAB=—= û OA'B' . برهان‎ 


(حالت ضضض) ۰ 
AOB=A'08' :‏ 
و در نیچد : \B=ATB'‏ : ش ٢۳‏ 


114A 


۸ - ضيه ۔ در دایره‌ای هر ګاه دو قوس متساوی باشند » وترهای 
آ نها نیز متساو بنك . 


فرض : ' ۸'8 =8 ۸(شکل۴)). 
حکم : '8' ۸= AB‏ . 
برهان ‏ از تساوی دو قوس لازم 
میا ند که دو زاوی مر کزی مقا بل 
به انپا متساوی باشند ؛ پعنی 
۸08B= 0B‏ باشد ؛ س دو 
ش ٠۴‏ مثلت ۸08 و "۸'08 به حالت 
ص ز ض متساوی مشو ند و "۸'8 ۸A8B=‏ . 


٩‏ - قضیه - درهر دایره» وترهای متساوی» ازم رکز بهيك فاصله! ند. 

ON | AB, ۸A8B=C€D : فرض‎ 
. (\a JS) OM | CD,» 

. ON OM : e 
برھان _- چرن ×0 بر8 4 عمود‎ 


_AB _‏ 
است ْ ~= BN‏ ك هین 


لیل © =0 ؛ دو مثلت قائمالزاوبة 08 و 00۷ متساویند 


. | ON=OM : i Tjls OB=OC ; BN = CM : aS |j 


٠‏ قضية عکس ۔ درهر دایره: وترهابی که ازمر کز به بك فاصله 
اطستند » متساو ينكد . 


J) ON=OM , OM | CD, ON | AB : فورض‎ 
. (۶ 
. ۸A8B=€[D : حکې‎ 


OO | 5 
. ص‎ 


۱۹~ 
برهان _ دو مثلث قائما لزاو به 
NB‏ و 0M€C‏ ( بەحالت وترویك 
ضلع) متساو ند » پس N 8= M0‏ 
AB_CP‏ , 
. 


سی 0[€=۸8 است . 
۹ - قضيه - در يك دایره؛ ش ۶ 
از دو وتر نامتساوی آن که بز رگګتر است » به مرکز دایره نزدیکتر است . 
فر ض : .(\vJd)OQ | CD;OP | AB; AB>CD‏ 
حکم : 0°P>0٩‏ . " 
برھان _ اگرقوس ×۸ را مساوی C5‏ 
جدا کنیم » × بین 8 و ۸ وافع می‌شود و وتر 
مساوی وتر ×ھ است . 


2ے م 


عمود OS‏ دا ر×A‏ د می کنےہ نا6 A‏ 
را در 8 قطع کند. واضح است که: 0۴> 0۲ 


اما 0R‏ جزئی‌است از 05 . درنشجه : 


OP< 0S 
. و چون 08=00 است » 00 >0۲ خواهد بود‎ 
قضية عکس- در یلك دا یر ه»‎ ۳ 


از دو وتر که از مرکز دايره به يك فاصله 
نباشند » و تری که به مرکز نزدیکتر است › 
در ر تر است . 


. )۱4 (شکل‎ 0H > OK 


(¥ o 
.AB8 >< C1: حکم‎ 
بر ھان ۔ اکر ۸8 بررگتر از €0 ناش › ا €5 =۸8 استء›‎ 
. می‌شود و این خلاف فرض است‎ 01 = 0K دراین صورت‎ 
می شود و این‎ 0۴H < 0K است › در این صورت‎ 4B > CD ا‎ 
است.‎ ۸8 < ٤C0 نز خلاف فرض است . پس بناچار‎ 


۴۳ فحصیه - در هر دایره » قوسهای محدود بین دو وتر متوازی : 
متساو بنك . 


فرض : €5 ¦ 48 (شكل4)). 
حم : ÃAĞ= BD‏ 
برهان - از 0 عمودی بر وترھا 


رم می کن تادا دره ورا در1[ قطع 


: می‌دا نیم که‎ 
MC= MD 
MA= MB د‎ 

با پسازتفریق دوطرف از یکدیگر : 


MC—MA=MD— MB 


کی . 


ش ۹ 


AC =D : ل بن‎ 

ed 8‏ ۸۴ نتیجه ۔ اگر خطی موازی با یک 
/ وتر و مماس در دابره بأاشد » قوسهایی از 
دایره که بین نقط تماس و وتر محصور ند › 
متساو نند . 

زرا aS OM‏ بر مماس MP‏ عغمود است 
( شکله۲ )› بر موازی أآن» ۸8 م 


ش ۲٥١‏ عمود ست ؛ بس : MA=— MB‏ 


ا 
دایره و زادیه 
۵ دایره و زاویه ۔ هرگاء اضلاع زادیه‌ای با دایره‌ای قاط 
مشتر کی داشته باشند برای راوه چند وصح مختلف در نظر گرفته 
می‌شود . 
١‏ اگر راس زاو به ور رکز دابره باشد ۾ زاو به را » همائطور 
که می‌دانید » زاو مر کزک می نامند . 
_ ھر گا راس زاوبه‌ای روی محیط 
راره‌باشد وهرضلع زاویه دایره دا ورىك نقطه 
دیگر قطع کند ؛ زاو به را محاطی می گویند 
مائند زاو BAC‏ در شکل ۲۱ BC.‏ قوس 


مقا بل زاو به است . ١‏ 


۳ ھر گا راس زاو به‌ای روی دابره باشد ویکی از اضلاعا ن بر 
دایره مماس بوده دیگری آث دا در نقطه‌ای ماننں ۸ قطع کند > أن 
زاو ده را ظلی می‌گویند ( شکل (. 8 
قوس 4 » وافع مان دوضلع زاویه و 
میحدود به راس زاوبه ونقطة تقاطع ضلم 


ان با دا بره ¢ را فوس مقا :ل زاو ده هی 


نأمند 4 


ھ 


س ۲۲ 


۴ هر گاه راس زاویه خار ج دا یره 
باش و دو ضلعش دایره را قطع گند ؛ ا یکی از | نپا ( باهر دو › ر 
وأ بره هماس اشد (سکل ۲۳) » زاو به را خارجی می گویند وحردوفوسں 
دأیره ›» محدود س اضلاع زاو به را قوسپای مقابل زا و نه می نامك . 


ا ۳ 


B :‏ 8 ۲ 0 ابن ثوحه داشته باشد که درفکر شما واحدهای زاو نه وقوس از هم جدا 
7 متنك 
© | ۷ - زاویة محاطی ۔ قضیه ‏ اندازۀ اویه محاطی نصف اندازة 
۸ ا قوس مقابل آن است . 
9 @ ! برھان ۔ الف - نخست فرض می‌کنیم که بك ضلع زاوبۂ محاطی 
8 
(r) () 0‏ 


ate r REID RE 


اه 2 


بر مر کز دایره‌گذشته اشد (شکل ۲۶) : از 0 به 0 وصل می کنْیم : 
ور مثلٹ متساوی|لاقین ۸0€ انداز: زاوی خارجی 806 را 


ش ۳ 
× می ناهیم ؛ بدیہی است که اندازۂ قوس 8€ نىز × است . 
ھ۵ گاہ را رف | أ م رأ = ۰ A A‏ ^ 
حر ٥‏ راس رار داخل دار باشد ( شکل ۲۴ ) » زاویه را ا BOC=A-+ê =A‏ 
٠ 6‏ ٍ 
B‏ : داخلیمی گویند ودووس دا یره محدود ا BOC‏ ۸ 
جن اضلاع زاو یه و مداو | نیا را اہ ١‏ ۸^ 
: 7 و ازا نحا × = ۸ اندازۂ 
فوسپای مقا بل أن زاو به می‌نامند . 
۶ قضیه ۔ انداز6 زاوية مرکزی وچون أندازةٌ 8€ مساوی × است : 
ډرحسب درج زاو به واندازة قوس مقا ا ا ۹ ^ e‏ ° 
A [‏ ن لز س در جه قوس › تابك عدد ا ( BC‏ اندازء ) A=‏ أندازة 3+ 
س ٢۴‏ می‌شود . . 


درحقیقت اکرزاو نه AOB‏ ر به ۳0 فسمت هساوی تقسیم كنم 4 


تقسیم می‌شود (شکل ۵؟) . 
گاھی ىز گفته می‌شود : 


اندازة زاو ب مر کزی ډدرادر اندازة 
فوس مقا بل آن است . 


ش ۵ اگراین اصطلاح را بکار هی بر ید به 


۱1۴ 

ب ۔ گر اضلاع زا وه محاطی از دو طرف مرکز دایره بگذرند 
(شکل ۲۷) » ملاحظه می کشم که قطری از دایره که بر ۸ ۰ راس زاو 
BA‏ » م ی‌گذرد »ابن زاویه را به دو زاوی 8۸4 و ' 04۸ ازنوع 
قسمت الف تقسیم هی گند ؛ با توجه بداین معنی » می گوبیم : 

( ۸'8 اندازۂ )= ' ۸ B۸‏ اندازۂ 

د A'C)‏ اندازۂ )~= ' K۸‏ اندازة 

دو رابطه را با هم جمع می کیم : 
( € اندازة +8 اناز C4 A=)‏ اندازۂ AA‏ 18داز 

BC) :lL‏ اندازڈ ل AC—‏ اندازء 

ج - هرگاه دو ضلع زاوی 
محاطی در یك طرف مرکز دایره 
باشند (شکل ۲۸) › باز قطر A‏ ۸ 
را رم کروه مالنكد سمت ب 


سند لال ل می کنیع | 


BAC= ATAB— AAC ۲۸ س‎ 


BC )‏ اناز BAÛ——- (ةزlil Blu A"0)= Ss‏ | |د ارة 


۸~ تیج زوا ا مد اطی مقایل ده بك دوس ( مساو ند : 
۹۔ نتبجہ ۔ زاو به محاط در نیمدابره فائمه است . 


. قضیه ۔ اندازۀ زاو به ظلی» نصف اندازة‌که‌ان دو برویآن است‎ ٥ 


برهان ۔ از 8 وتری موازیبامماس ×۸ می کشم تا دا یره رأ در 


( فلع کند (شکل 0۲٩‏ : 


~۱ ۲۵ 


می دأ یم XAB=— - XB : aS‏ 
(مشاول «اخلی بت به ,دومتوازی 
×۸ و 80 ومورب (AB‏ . 
AC);‏ ایازم =8 ندا 
٤ AC=-AB‏ 


وچون 
ر e ۹ ٠‏ ا 2 
AB)‏ ارا( =8 A۸‏ اندارہ 
۳۹ زاون را جلى قضيه _ إندازة زاو به داخلى مساوی!است با 
دو قوس مقا بل آن 


A'B'‏ مقا بل هان را ا ورنظر اکر 
(سکل ۳۰) . از 8۸ صل می کم 


: ABN در مثلث‎ 
ANB=NAB NFA 
اناز‎ NAB = وړ اناز‎ B7) اما‎ 
دار‎ NB 1 اا‎ 
2 
اندازة‎ ANB—= Gula B7) ر‎ IT 
Fy ر‎ AB) س‎ 


AF Bُ‏ اناز + AB‏ | یں ارہ 
ت 

۳ 
۳۳ قضده یں ازۂ زاو به خارجی نیف تفاضل | ند ازه‌عاآی دو 


قوس مقابل آن است : 


۶ 


همکن است اضلاع زاو یه دایره را قطع کنند (شکل »)١ ۳۱١‏ 


) (٭‎ E : 90 


ش ۳٣٢‏ 
یا یکی از آ نپا دایره را قطع‌کند ووک ری مماس باشد (شکل ١۳))ء‏ 
با هر دو بر دایره مماس باشند (شکل ۳ - ۳) . از 8 خطی موازی 
باضلع دیسگر زاو یه هی کشیم تا دایره را در 8 قطم‌کند وبا 80 زاوبه‌ای 
مساوی 418 بوجود اور . 
انداز زاو محاطی 8 ( ہا دور شکل ١۴۳۔۳‏ » زاوی ظلی 8 ) 
نصف اندازۂ قوس مقابل آن است ؛ پس : 


AMB= ËBD DÊ 


BÊÈ=Dè-—EC اما‎ 
FéC=AB و‎ 
BE = DC ~ AB بنا برا ين‎ 


XMB=-( 5&— AB)  aجيتiرو‎ 


۴۳ ھر گاہ زاود A M8‏ درأدر » باشد و دار محبطی مثلث 
8B‏ را رسم کیم » ۸8 مساوی ۰ است (شکل ۳( . 


۳ 
3 


. دایرة متساوی تشکیل می‌شودکه در دو طرف ۸8 رسم شده‌اند‎ < r 
ا ر تعریف . دوس ۸18 را قوس‌حاوی زاوية » › با به اصطلاح‎ 


۷ 


هر نقطه مانند N‏ از قوس ۸18 را که به ۸ 
و 8 وصل کكنيم » زاوبا بين دوخط واصل 
مساوی » خواهد نود . 
ANB=AB=a‏ 
راس هر زاویه » که اضلاعش بره د 8 
یگذد ند و با ۸08 دريكطرف ۸8 باشند » بر 


ړوی قوس ۸18 قرار داد . 
در حققت اگر فر ضکنی م که » = ۸۶8 و 
۴ روی دایرہ باشل › يك ضلع زاو به » مثلا ش ٣۲‏ 


8 › قوس ۸۷18 را در '۴ قطع می‌کند و : ۾ = 2-8 = AF'8‏ 
پس 8 ۸۴ د ۸۶8 برابر بکدیگرند و لازم میآ ید که ۸۲ 

بر ۸۴ منطبق شود و۴ بر روی ۲ »› بعنی روی دایره» قرارگرد. 
بنابرا نچه گفته شد › قوس ۸8 مکان‌هندسی رئوس‌زوایای 


مساوی » است که اضلاعشان بر ۸ و 8B‏ بگذرند . این مکان از دو قوس دو 


دیگر کمان درخور زاوي ا ی‌نامند که بر ۸ و 8 می‌گذرد . 
۴ کر تچاق ز زاویة » _ هرگاه بخواهیم که قوس 
حاوی » را پر دونقطة مفروض ۸ و 8 بگذرانئیم ( شکل ۳۳) › عمود ۔ 
منصف 48 را رسم میکنیم و از یك نقطة اختیاری & واقع ہر عمود ۔ 
منصف خطی مانند ۵ می کشیم که با K8‏ زاوبة » بسازد . از ۸ خطی 
ب‌موازات ۵ مرور می‌دهیم تا عمود منصف » بعنی K8‏ » را در 0 قطع 


(A—‏ \~ هندسة چهارم ربا ضی 


کند. بد پی‌است که 1[ 0 4 مساوی 
» است . اکر به مرکز 0 و به 
شاع 04 دا برءایبز نیم»اولا این 
دایره بر 8 می‌گذرد ( مرکزش 
روی عمود منصف است )» اناً 
زاو ىة مر کزی 408 » وور نجه 
فوس AB‏ > مساوی ٩١‏ می‌شود . 
فوں 48 رر خور زاوی e‏ 
است زیرا که از هر نقطهًآن‌که به 
۸ و 8 وصل کیم ء زاوہۂ محاطی 
کے ا مقا بل به کمان *٭۲ بوجود هیا ید . 
/ قوس د گر از دابر؟ مرسوم که 
در طرف ودنکر پارهخط ۸8 است درخور زاوبه مکمل » خواهد بود . 
نقطه '0 قرنه 0 نسبت به ۸8 مر کز دابره‌ای مساوی با دایرةٌ مرسوم 
است که جز ء دىگرمكان > بعلی فوس دیکرحاوی 0 »راتشكىل می‌دهد . 
۵ خط مماس بر یك منحنی غیر مشخص ۔- ویدیدکه (شمارء 

» همین فصل » حالت دوم) خط مماس بر دایره خطی است که فاصله 


مر کز دایره ازآن خط » برابر با شعاع دابره است و موقع عمود هرسوم‌از 
مر دز دادره برخط مماس را که تنا نقطة مشترك بین خط و دادره است » 
نقطةتماس خط و دادره می نامند 


اما خط مماس بر دایره را » نیز می‌توان وضع حد قاطعیدانستکه 


-۹ 1 
در حول بکی از دو نقطه تقاطعش با دایره ١‏ نقدر دوران‌کندکه دو نقطه تقاطع 


دارهم منطق شو ند . 
برای توضیح › دا بره 8 ( شکل ۳۴ ) و خط قاطعی را در تطر 
می گیر ہم وفرض هی کنیم که ۸ 
د 8 دو نقطة تقاطع خط قاطع 
با داىرةٌ © اشد . 


اگر نقطةُ ۸ را ثابت نگاہ 
یدارم و خط فاطع را در حول 
نقطۂ ۸ ودر جہت سهم دوران 
دهیم » ا بن‌قاطم متوالیاً اوضاعی 
مانند ۸€ و ۸0و .... را شض ۳۴ 
اختیار می کند ودومین نقطة تقاطعش با دایره » سی 8 و 6 و0 و...» 
تدر جا به نقطه ۸ نزد:ك می‌شود . اگرعمل دوران قاطم را ادامه دهیم؛ 
ابن قاطم متدرجاً اوضاعی مانند ۸۴ و ۸۴ و ..... به خود خواحد 


گرقت و به اين تر یب » دوهن نقطه تقاطعش با دا ىرهکه بەوضع ۴ و ا 


و..... دراهده » از 4 دورخواهد شد ؛ بنابراین » لازم می بد که این 
نقطه در لحظه‌ای به نقطه ۸ رسیده باشد ؛ درهمین لحظه است که خط › 
بش از وك نقطه مشترك با داءره نخواهد داشت » یعنی بر دایره هماس 
است . 

به همین ترتیب » خط مماس بر یك منحلی غير مشخص مانند © 


دت 


(o 
قاطعی ما نند ۸۷ دانست وفتی که این قاطع در‎ 
۷ حول نقطة ۸ | نقدر دوران کند که نقطةُ‎ 
بنهایت به نقطة ۸ نزديك وبالاخره بر أن‎ 
A۸1 منطمق شود بعنى خط قاطع به وضعی مانند‎ 


ر 


درا دك ٠‏ 


شش ھ٣‏ نقطه ۸ را نقطة تماس خط ۸۳ با 
منحنی € با نقطه تماس منحنی € با خط ۸1 می گویند . 
توجه کنید ! مماس بودن يك خط بر بك منحنی » مانع از آن 
تخواهد بود که خط مماس ومنحنی درنقطه با نقاط دیگری »› متمایز از 
نقطةٌ تماس » بکدیگررا قطع کنند . به‌بیان دیگر » ممکن است خطی 
بر یك منحنی درنقطه‌ای مماس باشد وورنقطه با نقاط دیگری »› غر از 
نقطة تماس » أن منحنى را قطع كند. 
۶ زاوية بین دو منحنی - 
هر گاه دو منحنی » مانند € و') 
در شکل ۳۶ » تکدیگر را در 
نقطةُ ۸ قطم کنند ودر این نقطه 
مماسپای آ۸ و آ۸ را بر آ نہ 
رس مکنیم؛ زاو نة A1"‏ را زاو 
بین دو منحنی در نقطه تقاطع ۸ 


شس ۳۶ 


می امند . 


زاوی بین دو منحنی در یکی ازنقاط تقاطع نها زاوی بین مماسهای 
در دو منحنی دران نقطه است . 


دد دادر (i's Û‏ (مکل (۳Y‏ › د 
مماس دردودا دره رسم کنیم ٤‏ زاو یه 


۳ 


س اگر در ۸› نقطه هشتر ك 


3 
س دومماس ( زأو به س دوداىره 


است . 
هر گاه دو هماس بر هم عمود ش ۳۷ 
باشند» دو دایره را برهم عمود گوییم . 


۷ - قضيه - در دو دایرۀ عمود برهم › شعاع نقطة تقاطع از هر يك › 
بردیگری مماس است . 


درحقبقت چون دودا یره برهم 
عمودند (شکل ۳۸) » ۸ بر 
مماس ۸۳ عمود است و نبزشعاع 
0۸ بر مماس ۸۳ عمود است ؛ 
و چون از یك نقطه»› مائند ۸ › 


نمی‌توان بیش از وك عمود برخطی 


ما ثند ا A‏ رسم کرد 0۸ برامتداد س ۳A‏ 
۸ ست . به همىن راه می‌شود ا بت کرد که O'A‏ در امتداد AT‏ 
۳۸ - زاوية بین‌خط و دایره - 


زاو یه خط 4 و دار 0 (شکل۳۹)ء 
عبارت است اززاو به بین‌خط 4 بامماسی 
که در یکی از نقطه‌های نقاطع خط و 


دایره بردایره رسم شود . با سانىمىتوان ش ۳۹ 


(FT 


فېمىدکه اکر خطی بر مر کز دایره بکذرد ١‏ زاوبه‌اش با دایره یك قائمه 


است . با به عبارت دىگر› خطی که‌از مر کز دا یره بگذرد › بردایره‌عموداست. 


درسم مماس بر دایره 
۴۹ مسئله - می‌خواحیم در نقطة | واقع بر دایره » خطی بر آن 


مماس گنسم . 
4 کافی است که از ۸ عمودی بر شعاع 0۸ 
اخراج کنیم ( شکل ۴۰ ) . مسئله همیشه بك 
جواب دارو . 
۴٥‏ مسگله . می‌خواعیم از نقط ۸ واقع دد 
ش ۴٥‏ خارج دایره » خطی بر ن مماس‌کنیم (شکل۴۱). 


به قطر 04 دابره‌ای می‌کشیم تا دایرة مفروض را در 8 و٤‏ 
قطم کند . ۸8 و ۸€ رارسم 
ھی كنم . اين دو خط بر دایره 
مماس هستند٠؛‏ زرا که چون 


( محا صل در نىمدا ىرە أست‎ OBA 


ش 8B ۴٢‏ بر دارۂٌ 0 مماس است . 
چون دایره‌ای که به قطر 04۸ رس كنم هم شه دأرة 0 رأ در 
دو نقطه قطع می کند » مسئله همیشه دوجواب دأرد؛ عنی‌ازهر نقطة خار ج 
دایره‌ای همیشه می‌توان دو مماس در آت دایره رسم کرد . 
-١‏ تعر یف - هر گاه از نقطة 11 مماسی بر دایره رس کیم و A‏ 
نقطه تماس باشد»| ندازة قطعه MA‏ محلو ر دان نقطه M‏ و نة تماس را 


_ 1 
طولمماس می‌گویند (شکل ۴۲) . 
اگر از ۷1 دو مماس M1۸‏ 
MB,‏ را بر دایرە بکشیم و ¥ 
را به مرکز دابره وصل کرده و 
شعاعبای نقاط تماس را نيز رسم 
کنیم» وومثلت قائما زاو به ۷ 04 
BM‏ ( بەحالت وتروبك ضلع) 
مساو ند ودر نجه : .AMO=BMD, MA-=MB‏ ايراس : 


|اولا۔ مماسهابی که از یک زقطه بر دایره‌ای دسم شو ند متساو یند . 

انیا خطی که نقطه تقاطع دو مماس دا به مرکز دایره وصل کند ؛ 
نیمساز زاوی بین دو مماس است . 

۳۳ مسعله ۔ بر دایره‌ای مماسی رمو ازات امتداد معینی دسم نید . 

حل _ از 0 » مرکزدایره؛ 
عمودی برامتداد 0 فرود هی | ودم 
( ھکل ۴۳) تا دایرہ را در ۸ د8 
قط م کنں ؛ از ۸ و 8 دوخطموادی 
ا 0 می کشی؛ ا بن‌دوخط مماسپای 
مطلوت هستند و مسگله همیشه دو 


حواب دأرد 4 


مماسمشتر ك دو دایره 


۳- خطی ما نند A‏ (شکل۴۴) که در دو دادر 0'0 مماس باأاشد»› 
مماسمشتر ك | نیاست ایدازۂ قعهخط ۲ ' محدود بن دو نقطه تماس 


گویند. هر گاه‌دودا ره 
در بك طرف مماس 


مشترلئ خارجی است 
ا واگر دو دایره در دو 
طرف مماس مشترك باشند › مماس مشترك داخلی اسن . 

۴۔ مسله ۔ رسم مماس‌مشترك خارجی دو دایر 0 و'0 ( شکل 
۵ ). 


شعاع دایر؟ بزرگتررا ۴ وشعاع دایرۂ کوچکتر را '8 می‌نامیں . 
فرض می کنیم که علد حل شدہ باشد وخط ' ۸ ۸ مماس مشترك خارجی 


ش ھ۴ 


دودا یره ونقاطل ڂھ A's‏ نقطه‌های تماس اشد بد ہی | ست O'A',0A‏ 


هردو در A A'‏ غمود هسند و ور یح با سکدیکرمواز ند 


۵ 
اگر از '0 ۰ مرکز دایرۂ کوچکتر › خطی موازی با ۸۸ رسم کیم تا 
شعاع 0۸ را در 8 قطع کند › چہارضلعی 0'4۸8 مر بع مستطیل 
است و '0 08 مئلئی است قاٹہا لز او بهکه ضلع 08 از أن مساوی تفاضل 
شعاعپای دو دأبره است : 
OB=0A -AB—=OA —-O0'A'=R—R'‏ 

از طرفی 8 › راس زاوی قائمۂُ '080 › واقع است بر روی 
دابره‌ای بەقطر '00 › بعنی 8 محل تقاطع دایرة به قطر "00 است ب 
دابره‌ای به مر کز 0 وشعاع ('8 ¬ 8) . 

پس راه حل مسئله به ین ترتیب بدست می| بد : 


ش ۴۵ 
الف ۔ به مرکر دایرۂٌ بزرگتر 0 › و با شعاعی مساوی تقاضل 
شعاعپای دو دابرة مفروض › دابره‌ای می‌ز نیم تا دابره‌ای را که قطرش 
0۲ ( خطا لمر کزین دو دابرة مغروض ) باشد » در 8 و '8 قطع کند . 
ب ۔ از 0 به 8 و '8 وصل دکردہ امتداد می‌دهیم تا دأ رة 0 را 
در ۸ و 0 قطع کنْند . 


۳۶ 
€ = خطی که از 4 بە‌موازات '80 با از € بەمرازات '0 '8 
رسم شود » مماس مشترك خارجی دو دایره است . 
برای| نکه مسثله‌جواب داشته‌باش » بابد دابرة به مر کز0 و شعاع 
R~ RR‏ دار به قطر '00 را فطع کند»› پعنی بايد شعاعش از '00 
مزر کتر نباشد و گر نه نقطه '0 در داخل أن واقع خواهد شد . مس ا گر 
RR‏ < '00 باشد» (یعنی اگردو دار٤‏ 0 و'0 متخارج با متقاطع 
با مماس‌خار ج باشند) مسئله دوجواب دارو › اما اگر '۴ ۴R‏ = '00 
باشد دایرة به مرکز 0 و به شعاع 
R~R'‏ با دار به قطر '00 
مماس می‌شود ( شکل ۴۶ ) و فط 
بك نقطه مشترك دا می کنند و 
مسئلەفقطك‌جواب دارد. بالاخره 
و اگر '۴- >R‏ '00 باشد بین 
دو دا ره متداخل باشند » مسئله جواب ندارږ . 


۵ مسئله ۔ مطلوب است رسم مماس مشترك داخلی دو وایرة 
0و0 (شکل ۴۷) . 

ما نند مسئله بش ٠‏ أن را حل شده انکاشته فرض می کنیم که 
44 مماس مشترك داخلی دو دایره باشد . اگر از '0 خطی موازی ا 
ÃAÃA'‏ بکشم تا امتداد 0۸ را در 8 قطع کند » '۴ = ' 0'۸ = 6A۸‏ 
است . از طرفی B < B=» QB=OA+AB=RHR'‏ 
واقع أست هم بر روی دایره‌ای به قطر '00 و 4 تر روی دابره‌ای به 
مر کز 0 وشاع RHR!‏ . 


\ FV 


بنابراین راه حل مسئله پیدا می‌شود » بدین شرح : 


کک کے 


س ۴۷ 

الف - به قطر "00 دایره‌ای می‌زنیم تا دابرة به مر کز0 وشعاع 
۳R‏ را در 8B‏ و B'‏ قطع کند. 

ب - 08 و '08 دار 0 را در ۸ و٥‏ قطع می‌کنند . از ۸ 
و € خطپابی بە‌موازات '80 و '8'0 میکشم . این خطہا مماسہای 
مطلوبند . 

شرط وجود جواب آن است که دار به مر کز0 وشاع ' F-۴‏ 
دارةٌ به قطر '00 را قطم کند . برای اين کار اند '00 RLR'<‏ 
باشد » بعنی دو دای رة 0 و '0 متخارح باشند و در آین صورت › مسشله 


_1۳A- 
بعنی‌وقتی که دادر‎ » 00'= 8+ R' دارای دوجواب است . ورحالت‎ 
های 0 و '0 مماس خارح باشند › خطی کھ درنقطۂ تماس | نپا بر | نا‎ 
مماس‌است » مماس مشترك داخلی| نپاست . دران حالت مسئله فقط يك‎ 

جواب دارد . 
بطور خلاصه تعداد مماسپای مشتر ك (خارجی و داخلی) دو دابره 
برحسب وضع آنا سیت به‌بکدیگر دران جدول نموده می‌شود : 


تعدآد مماس۔ جمع تعداد 
وضع دو دایره | های مشٿرك 
خارجی 
متخادج ۲ 
مماس خارح ۲ 
متقاطع ۲ 
مماس داخل \ 


منداخل | ا | ٤‏ 
دایره‌های محطی و محاطی مثلٹ 


۶ دایرۂ محیطی ۔. هیدا نیم که سه عمود منصف اضلاع ملت › 
بر یك نقطه مانند 0 می‌گذرند که از سه راس مثلث به بك فاصله است 
( شکل ۴۸ ) . پس اگر به رکز 0 و شعاع مثلاً 04 دایره‌ای رس 
کنیم » این دایره پر دو راس دیگر هثلث نزمر ورخواهد‌کرد . دایره‌ای 
را که رکوس مثاث ر أن قرار دارند و مثلٿ در درون أن واقع است 


دایرةمحیطی مثلث گوبند . مركز دابرة محيطی مثلث» نقطة تقاطع عمود۔ 
منصفهای اضلاح ن است . 


Hari gr; "LHR, RR 


A 

۷۔ دایرۂ معاطی داحلی - 

دیدها یم که سەنىمساززوا باىداخلى 
مثلث » نکدیگر را در بك نقطه 
مانند 0 قطح می کنند که از سه 
ضلع ملت بەىك فاصله‌است(شکل 
٩‏ ) ؛ یعنی اگر عمودهای 08 و 
0H‏ و 0٥K‏ را بر اضلاع مثلٹ 


فرود آوریم : ش ۴۸ 

OE= OK = OB 

دس اگر داىرهای به مر کز 0 وشعاع OH‏ رسم کنیم» أن دأیره 

در E» K 3 H‏ برسه ضلع مثلث 

مماس خواهد دود . این دایره راء 

که یر اضلاع مثلك هماس است › 

دایرة محاطی داحخلی مثلث؛ ا 

دطور سادەتر دا یر ذمحاطی مثلث : 
می نامند . 

تمرکزر دا بر محاطی‌داخلی مثلٹ › 

قط تلاقی نیسازهای زوایای داخلی 


ش ۴۹ 


۴۸ ۔ دایره‌های محاطی خارجی - باز هم در شماره های فپل 
دیده‌ایم که در مثلت » نمسا هر زاو به داخلی مانند ۸ و تیمسازهای 
دو زاو بُ خارجی غر مجاور آن بکدیگر را در نقطه‌ای مائند '0 قطع 
می کنند (شکل ٥‏ که از ضلع ۾ و امتداد دو ضلع دیگر به بك فاصله 


¥ 
است ( عسی عمود هایی a5‏ أز O'‏ در اضالاع مثلث فرود اورم ٤‏ باهم 
درا بر ند : 

س ا گر دایره‌ای به مر کز O"‏ وشعاع 0H‏ رس کنیم › بر ضلع 
BC‏ وبرامتداد اضلاع ۸60و 
AB‏ مما س خوأهد ود . ان 

دا یره را كە یر بك ضلع sa‏ 
امتداو دوضلم مماس است ¢ 
دا یر محاطی خارجی‌مماس نر 
ضلع 4 یا دا یر ۂمحاطی خار جی 
زاو به A‏ می ناهم ۰ 

دا بره‌های محاطی خار جی 
زاو بەھاى8 و 0 را بەھمىن 
ترتیب می‌نوان رسم کرد . 
هر مثلٹسهدا یر محاطی‌خار جی 


۵٥‏ دادد. مر کزدا بر ڈمحاطی‌خار جی 
هر زاو ب مثلٹ › نقطه تقاطع نیمساز ن زاو یه است با نیمسازهای دوزاو ره 


خارجی غیر مجاور آن . رر شکل ۵١‏ › مر کزهای دا یره محاطی داخلی و 
هر سه دادر محاطی خارجی ددست | مده اند 


۹ - مستله ۔ قطعا تی ازاضلاع مثلٹ محصور بین رئوس و دایره‌های 
محاطی داخلی وخارجی را حساب کنید . 


الف - دایرۂ محاطی داخلی ۔ در شكل ۵١‏ : 
AH=AK ,; BG=BK ,; CG=CH‏ 


س چون محبط مثلثٹ را به م ۲ تماش دهم : 


. ara opal ie oY i tace HDPE 


۵١ س‎ 
AK=p-al CGL+GB+AK=—=p 


بههمین نحو ا بت می‌شود که : 
CH=p—c;s BK=p—~b‏ 
بعنی : قطعةٌ محصور بین هر راس ونقطة تماس دابرة محاطی‌داخلی 
پرا بر است با فزو نی نصف محبط برضلع مقابلآن رأس . 
ب ۔ دایرۂ محاطی خارجی ضلع ۾ - در شکل ۵۱ : 
CG'=CH' ı BG'= BK'«‘ AH'—=AK'‏ 
ACLCG'+BG'--AB= Yp‏ 
AH'+AK'=p‏ 
بنایرا ین : AH'—=AK'=p‏ 


ر ب سف 


۴ 
BG'=BK'=AK'—AB=p-c 
CG'=CH'=AH'-AC=p~b 

چہاد ضلعی اک محیطی د محاطی : 

٥‏ ۔ تعر یف ۔ يك چندضلعیدا محیط بر دایره تو یند هر اه دایره 
برهم اضلاع آن مماس باشد ؛ در این صورت دا ره در چندضلعی محاط 
است ؛ و چندضلعی را محاط دددايره ګو يند وقتی که دایره بر تمام روسان 
بگذدد؟ در أن صورت دارره بر چندضلعی محيط اسن . 


۹ ۔ قضیه - در هر چهارضلعی محیطی » مجموع هردوضلع متقابل 
مساوی است با مجموع دو ضلع دیگر . 


برھان _ !گر تقاط تماس اضلاع را با 
دارە (شكل “۴)۵ و HG» F‏ بئاميم » 
جول دو مماسی که از ك نقطه بر دایره رسم 
شو ند منساو یند » چنین خواهیم داشت : 
BE=BF «< AE=AH‏ 
س ۵۲ DG= DH ‘ CG=CF‏ 
جپار را طه را باهم جمع می کلم : 
AE+-BEL-CGLDG= AH1DH--BFLCF‏ 

Bb DC DH BF 


1 
AB 5 cD = AD + BC 


P۳‏ بعکس » حر اه در بكچهار ضلعی‌مجموع دوضلع متقابل مساوی 
باشد با مجموع دو ضلع دیگر » چهارضلعی محیطی است ؛ بعنی می‌توان 
دامره‌ای در أن محاط کرد . 

. )۵ (شکل‎ A B+ CD =A + 8€ : فرض‎ 

حکم : چپارضلعی ۸801 محبطی است . 


۴ 

برهان  ۸M‏ را به أندازة ۸8 و 6N‏ را بە اندازة 68 حدا 

می کیم تا دومثلٹ متساوی|لساقین 

CNB ‹ A MB‏ ıوحودا‏ ند . از 

M‏ به ۸ وصل می كنم ؛ چون در 

AB+CD=AD+ BCs!) 

جمله ۸8 را به طرف دوم و 8€ 
را بەطرف اول بیاور م : 

CD— BC= AD— AB 


باء با توجه به‌طرز اختار نقاط ¥ و N‏ : 
DN= DM lL CD—CN=AD—AM‏ 

بعنی مثلك ×0۷ نیز متساوی ااساقین است . 

نیمسازهای زوابای ۸ و 0 و © را رسم می‌کنیم . این نیمسازها 
عمود منصغپای 8¥ ×8 [١N‏ › اضلاع مثلث ×[8¥› هستند ؛ پس 
ور بك نقطه مانند © متقار شد . أن نقطه چون روی نىمساز ۸ است › 
از AB‏ و 49 › وچون روی نبساز © است › از40 و 60 » وچون 
روی نىمساز © است › از €5 و €8 به بك فاصله است ؛ پس نقطه 
0 از چپار ضلع ۸8€ به بك فاصله می‌باشد و اگر به مرکر 0 و 
شعاع 0 ۰ عمودی که بر ضلع ۸8 وارد می‌شود › دایره‌ای رسم 
کنیم » بر هر چہار ضلع مماس خواهد شد ؛ بعنی چہارضلعی مفروض › 
محبطی است . 


۴۴ ۔ فضیه ۔- در هر چهارضلعی محاطی مجموع هردو زاوي روبرو 


¥ هندسۂ چهارم ر با ضی 


٥‏ ددجه است (شکل ۵۴) . (اثیات بر 


عہدة دان شآ موزان است) . 


۴۴ ۔ بعکس :اگر در یك چھار۔ 
صلعیمجموع دو زاوبه رورو ۸٥‏ درجه 


باشد » چهارضلعی محاطی است» شی 
می توان بر چپارراسآ نيك دا بره‌گذراند. 
شى ۴ فرض : 1۸۰° =0 +8 (شکلهه). 
حکم : 8٣0‏ 4 محاطی است . 
برھان ۔ دار محطی مثلٹ ۸8€ را رسم می کم . این دایره 
بر 0 هی گذرد ؛ زیراکه درغیراین صورت بكیازدوضلم €0 و ۸9 › 
با امتداد | نپار! در نقطه‌ای مانند 
۴ فطع می‌کند و چہارضلعی 
۸8C۴‏ محاطی میشود و لازہ 
میا مد که : 
FÊ + B= 1۸0‏ 
سس : 0 ۴ می شود 
عنی 0 همان ۴ است وبر روی دایره قرار دارد . 


س ھ۵ شود 


اس بر دو نقطه دایره‌های بیشمار مرور می کنند . 

۴ برسه نقطه‌که بر روی یك خط راست نباشند » فقط یك دایره مرور 
می کند . 

۳- برسه نقطة واقع بریك استقامت » دایره مرود نمی‌کند . 

۴ خط راست با دایرہ بیش از دو نعطه مشتر ك نمی توا ند داشته باشد . 

۵ عر گاہ فاصلۂ م رکز دایرهای اذ خطی بیش اذ شاع باشد » خط یا 


۱ ۴۵- 


دابره هيچ نقطة مشترك ندارد . 

۶ هر گاه فاصلة مر کز دایره‌ای اذ خطی مساوی شعاع باش » حط بر 
دایره مماس أست . 

۷ مماس ہر دایره برشعاع نقطۂ تما عمود است . 

۸- هر گاه فاصلة مر کز دایره از حخطی کو جکتر از شعاع اشد » خط 
دایره ړا در دو نقطه قطع می کذد 

٩‏ خطی‌دا که بادایره دد نقطة مشترك داشته باش› قاطع‌دایره می نامند. 

٣ ٥‏ در دو دایرة متخارج خطالمر کزین بزدگتراست ازمجموع دد 
شعاع . 

١‏ در دو دایرة مماس خارج 1 خط ا لمر کز ين مساوی است با مجموع 
دو شعاع . 

٣‏ - در دو دایرة متقاطم 1 خطالمر کز ن أڏمجمو ع دو شما ع کو چکتر 
و از تفاضل دو شعاع بز رگش است . 

۴ در دو داآیر٤‏ مما س دأاخل › خط ا لمر كز ين مساوی است ا تفأاضل 
دو شاع . 

۴ در دو دایرة مداخل › خط ا لمر كز دن کوحکٽر است از تفاصل 
دو شعاع . 

۵ در دو دابره متقاطع خطالمر کزین بر وتر هشترك عمود أست 
و آن را نصف می کند . 

۶ قطرعه‌ود بر وت آن را نصف می کند ؛ هه‌چنین قوسهای ]ن را . 

۷- درك دایره » دو دترمتساوی مقا بلند به دوقوس متساوی د بعکس . 

۸- درهردایره » وترهای مشساوی ازمر کز هبك قاصله‌اند و بعکس . 

۹- در یك دایره » ازدو وتر نأامتساوی آن که دز ر گتراست 4 مر کز 
دأایره نر دیکتر أست و بیکس . 

. فوسهای یك دأیرة محدود به دو وتر متو ازی متساوبند‎ ~o 

۲١‏ ذاویة مر کزی زاویه‌ای است‌که رأسش مر کزدایره باشد . أ ندازة 
زاوی مر کز ی اوی است با أنداذة قوس مقابل آن . 

٢‏ - ذادیۂ محاطی زادیه‌ای است که رأسش روی دایره و دو ضلعش 
وترهای دایره باشند . اندازة زاویۂ محاطی هساوی است با نصف اندازة قوس 
مقابل | . 

i‏ زاو به لی زاویه‌ای است که رأسش وروی دایره وبك ضلەش هماس 


(۴۶ 

بردایره وضلع دیگرش دتری اذ دایره باشد . انداذة زاویۀ ظلی مساوی است 
با نصف انداز قوس مقابل آن . 

۴- زاوی داخلى ذادیه‌ای است که رآسش داخل داأیره اشد . ا ندازۂ 
ذاویۀ داخلی مساوی است با نصف مجموع |ندازه‌های دو قوس مما بلش . 

۵ زاوی خار جی زاویه‌ای است که رأسش خارج دایره باش و دو 
ضلعش یا دایره را قطع کنند يايكى|ذآن دو ويا هر دو بر دایره مماس باشند . 
انداذة زاوي خاد جى مسادی‌است با نەف تفاذل انداذه‌های دوقوس مقا بل آن. 

۶- مکان هندسی رئوس زوایای مساوی ي که اضلاعفان از دو نيط ۸ 
د8 بگذدند » دوقوس ازدودایرة متساوی است که ازدونقطة ۸ د 8 یگذرند. 
أن قوسها را کمانهای در خود اويه » کویند . 

۲۷ خط مماس بریك ملحنی در بك نقطه مانند ۸ اذاين منحنى وضع 
حد قا طعی‌ما دند A M‏ است تی که أن فاطع در حول نقطة A‏ | نقدر دورإن 
کند که نتطة 1 در حا لی که منحنی‌را طی می کنں ينها وت بەنقطۀ ۸ تر ديك 
شده 3 در آن منطبقی شود . 

۸- داویۀ دومنحنی » ذاویه ین مماسهای بردو منحنی در نقطة تقاطم 

۹- دو دآیره را ہر هم عمو د کو یلد وقتی که داوب | نها قا هه باشد . 

-٥‏ در دو دایرۀ عمود برهم » شعاع نقطة تقاطع أذ هریك بردیگری 
مماس أاست . 

۳١‏ هر كاه از یك نقطه دو مماس بردأایرهای رسم کنیم ولا دو مماس 
متساویند › ا نیا خطی که آن نقطه را به مر کز دصل می کند ؛ نیمساز زاوي دو 
مماس است . 

. مماس مشتر ا دودایره » خطی أ ست که بر شر دددایره مماس اشد‎ ٢ 
اگر هر دودار هيك طرف مماس مشترك باشند » مماس را مماس مشئر ك خار جی›‎ 
واگر یکی‌از دودا یره در یك طرف مماس مشترك ودایرة دیگر درطرف دیگر‎ 
. »ماس مشترك باشد 1ن را مماس مشتر ك داخلی گویند‎ 

۴۳ دایرة محیطی ثلث › دایرهای است که أ سه راس مثلٹ بگذرد : 
مر کر دایرة محیطی منلٹ » محل تلاقی سه عه و دمنصف اضلاع مثلث می‌بأاشد . 

۴- دایرة محاطىداخلیمٹلت . دایرهای|است که برأضلاع مثلث مماس 
باشد. مر کزدایرة محاطی دا خلیمڈلٹ ٠‏ تقطه تلاقی نیمساذهای دا خلی آن‌است. 

۵-۔ دایرۂ محاطی خارجی مثلث ؛ دا یره ایاست كە بر يك ضلع دامتداد 


(۴Y 

دوضلع دیگر مئلٹ مماس باش . مر کز دایرۂٌ محاطی خارجی هر ذاوية مثلك 
نقطة تلاقی نیمساذ آن ذادیه با نیمساز‌های دوزاویة خار جی‌غیر مجاورش‌می باش ؛ 
مثلٹ سه دایرۂ محاطی خارجی دارد . 

۶ چندضلعی رامحیط بردایره گویند وقتی‌که دایره برههةٌ اضلاع آن 
مماس باشد : 

۷ جندضلعی را محاط در دایره گویند وقتی که دایره بر تمام رئوس 
آن بگذرد . 

۳۸ درھر ج ھا رضلعی محیطی مجمو ع هرددضلع متا بل » مسادی است 
با مجموع دو ضع دیگر. 

۹- ا گر ددیكچهارضلعی مجو ع هردوضاع متقا بل باهم برا بر باشند 
آن جهارضلعی محیطی است . 

0 درچھا رضلعی محاطی هر دوذ اویة مقا بل بەھم مکمل بکدیگر ند . 

۴١‏ ا گی در یك جهارضلهی هر دو راوية مقابل به هم مکمل بکدیگر 
بأشند › آن جھارضلعی محاطی أست . 


تمرین 


-١‏ بردوی دایرة © نقطه‌ای معین کنید که از نقطه مفروض ۸ به فأصلة 
معن [ بأاشد . 

 )‏ بر دوی دایرۂ © نقطه‌ای بیدا کنید که از خط مفروضی به فاصله 
معین [ باشد . 

۳ بر دونقطة ۸ و8 دایره‌ای به شاع ۸ بگذدانید . برای ھر یك 


مقدار ٩‏ چند دایرہ می‌توان رسم کرد ؟ 


۴ دودایره بکدیگردا دد۴٣‏ و۷ قطع می کنند . اذ ٥‏ فاطع متغیر ی 
می گذرا نیم تا دایره‌ها را در ۸ د 8 قطع کند. ا بت کنږد که AMB‏ مقدإری 
است ثا بت . 

راهنمایی - از ۶ دو مماس بر دو دایره ر سم كنيد . زاوی سن دو 
مماس ا بت أاست . 

۵ خملی که‌از نقطه تقاطع دودایره. مواذی با خطالهر کزین دسم شود 


_—\ PA 
دداز ترین فا طعی است که می تو ات در دو دایره دسم کرد‎ 

۶ هر گاه دو وترمتساوی ١‏ یکدیگر را در نقطة [٧1‏ قطم کئند » قطعا تى 
که به وسیل 1 یردوی | نها -جدا می‌شو ند» دو بدو متساوی می‌باشند . همچلین 
اگر امتداد دو وترمتساوی یلکدیگر دا دد بیرون دایره قطع کنن قطما تی که 
برردی | ھا إحیاتث می‌شو نک » دو بدو متسأویند . 

۷- دو وتر متوازی که ازدوانتهای فطر ی درسم شوند؛ باهم پر ایر ند . 

۸- بردایرهای سه نعط 1 و و٥‏ اختیار می کنیم واذ۸؛ وسط کمان 
B + MN‏ دسط قوی N‏ «صل می‌کنیم . این خط وترمایN NPs MN‏ ر| 
بثر تیب در ) و ([ قطم می کثد. ٹا بت کٹید کہ 9[ N) = [٩N‏ . 

۹ اذنفطة ٥‏ واقع برۃطردایر؛ۂ 0بہ ۸ انتھای شعاع عمودبر آن وسل 
می کنیم ؛ امتداد٣‏ ۸ دایرہ را دد8 فطع می‌کند ؛ در8 مماسی بر دا یره رسم 
می کنیم تا 0۶ را در € تلاقی کند . ثابت کنیدکہ C۴‏ = 8). 

١ ٥‏ بر نقطة تماس دو دایره دو قاطع هرود می‌دهیم . ثابت کنید که 
وترهایی که از وصل کردن نقاط بر خورد دو قالع با محیط دایره‌های مفروض 
تشکیل می‌شو ند با هم مواز ند : 

۱- هماسی‌که بروسط قوسی ازدایره رسم شود با وترآن قوس موازی 
است . 

۲ اکر بر نقطة تماص دودایره قاطعی بگذرانیم واذ نقاط دیگرتلاقی 
آن بأ دو دایره مماسهایی یں نها رسم‌کنیم؛ آین مماسما با هم موازیند . 

-٣‏ در هر دایره دو وتر متقاطم متسادی . قطرهای بك دوزي 
مٿساو یا لساقین هستند . 

۴- در دو دایرة هممر کز ٠‏ دترھایی اذ داپرۂ بزر گت کھ یں دایرة 
کوچکتر مماس باشند همه باهم مسأویند . 

۵- مماسهای مشتر ك خارجی دودایره یکدیگر را روی خطالهر کزین 
فطع می کنند . همچنین ممأسي‌ای مشترك دا خلى . 

N۶‏ - دوایری که مر کزهایشان سه رأس مثلٹ باشند د بر نقاط تماس 
اضلاع مثلث با دایرۂ محاطی داخلی رگذر ن ١‏ ہیں یکدیگرمه‌اس‌خواهند مود. 
همچنین دوایری که مراکزشان رئوس مثلث باشند و بر تقاط تماس اضلاع با 


-۴۹4 1 
یکی از دوایر محاطی خارجی بگذرند» بر یکدیگر مماس خواهند بود. نوع 
تماس هر دو داسه را معسن کید . 
۷ ۔ در مثلٹ قائم الزاویۂُ 8€ ۸ دایرہای بر ۸ د 8 می‌گذرانیم 


می که دد 8 بر وترمماس باشد ودایرهای ع بر () و ۸ مدر می‌دھیم که 
در ) بروترمماس شود . ثا ت کثید که این دو دایره یر بکدیگر‌مماس هستند. 


۸-۔ خط ×۸ درنقطةۂ ۸ بردایرة 0 مباس‌آست . از نقطۂ غير مشخص 
B‏ داقع بر دایرء خط B۴]‏ دا بر ×۸ عمود می‌کنیم . ثابت کنید کہ 8۸ 
نیمساز زادیۂ ]08# است . 

۹ خط × در نقطۂ ۸ بر دایرۂ 0 :ماس است . از نتاط 8 و © 
طرقین ۸ داقع بر × دومماس B[(‏ و CE‏ دا ہردابرہ دسم می کنیم . ثا بت 
کنید که C08‏ د ([ E۸‏ مکمل یکدیگی ند. 

٥‏ ۔ خط ×۸ در نقطۂ ۸ بر دابرة 0 مماس است . شاع اختیاری 
80A < °08‏ ) رامساوى خود تا قط € امتداد میدھیم ( 8€ = 08) 
واز نقطۂٌ € خط ([6 را بر ×۸ عمود می‌کنیم ؛ ثا بت‌کنید که ([8 = 8۸ 
OBD=rBDC s‏ . 

داهنمایی ۔ أذ 8 بر ×۸ عمود کنید 

١‏ از نقطۂ ثابت ۸ دو مماس ۸۷ د ۸N‏ دا ہر دایرۂ ٹا بتی رسم 
می کنیم . روی قوس كوچك 1N‏ یك نط بدلخواء انتخاب و ماس در 
بر دایرہ دا دسم می کنیم تا ۷ ۸ د ×۸ را در 8 د € قطم کند . ثا بت کنید 
که محیط مثلٹ 8€ ۸ مساوی دو برابر ×۸ است . 

٢‏ دد مثلث 8€ ۸ کہ محاط دردایرۂ 0 می‌باشد ۰ ۸8 ئا بتاست 
ودآس € در یکی!ذدوطرف 8 ۸ حر کت می کند . ٹا بتکنیف کھ نیمداز زاویۂ 
۸8 همیشه از نقطۂ ثا بتی داقع برروی محیما «ایره می گذدد . 

-٣۴‏ دو دترمتوازی وهم‌جهت ' ۸ ۸ د'8[8 ونقطة غیر مشخص 1[ داقع 
برروی محیط دایره‌ای مفروضند . ثا بت کثید که زوابای A'MB' sı A MB‏ 
یا مسأویند یا مکمل بکدیگر ند . 

۴ ۔ دایرة 0 و قطر 8 ۸ د وتر ۸€ مفروضند.([ ۸ نیمساز ذاویۂ 


_۵0\_ 
٩8‏ را دسم می‌کنیم . ثابت کنید که تفاضل دو زاویۂ € و ۸ از مثلٹ 
CD‏ ,ك قائیه و مماس در نقطة ([ ارتفاع مثلٹ ([) ۸ اأست . 

۵ مثلث )۸8 و نقطة غير مشخص M1‏ واقع بر دوی فلع )8 
مفردضند . 0 و'0 مرا کزدوابر محیطی مثلٹهای 8 MN‏ ۸ €5 ۸ می‌باشند. 
ا بت کنید که زوایای دو مثلٹ )8 ۸ د'۸00 برابرند . 

۶ مثلٹث 8€ ۸ محاط در دایرۂ () مفروض است . نیمسازھای دو 
ذاویۂُ 8 د € یکدیگر را در نقطۂ ۷ و دایرہ را در نتقاط '8 و ') قطم 
می‌کنند » ثا بت کنید که ملك ') '8 ۸ بامثلك ')'8 ۸ مساوی است د')€'8 
عمو دمنصف 1[ ۸ می باشد . 

۷۔ ثا بت کنیں کہ در مثلٹ 8€ ۸ نیمساذ زاویۂ ۸ › نیمساذ داویه 
ما بین ادتغاع ۴ ۸ و قطر 1۸ دایر؟ محیطی ملث می‌باشد . 

۸ مئلٹ 8€ ۸ محاط دردایرۂ 0 مفروض‌است. ارتفاعات '8 8B‏ ود 
CC‏ در H1‏ متقاطعند . اگر 8€ ثابت و نتط ۸ بر روی کمان 8۸€ 
حر کت کند » مکان نقطة 4 را تعیین كنيد . 

۹ ۔ مثلٹث 8€ ۸ محاط در دایرۂ 0 مفروط است . نیمداذهای دو 
زاوی 8 د € یکدیگر را در نتطةٌ ] قطع می‌کنند . اگر 8€ ثا بت بماند و 
قط ر بردوی قوس 8۸€ حر کت کند . مکان هندسی نقطة ] را تعیین‌ کید . 

AB» ۸C نقاط ' ۸ و'8 و') دا بتر تیب‌برروی اضلاع 8€ د‎ ۳٥ 
A۸ 8'€)' اختیارمی‌ کنیم . ٹا بت‌کنیدکه دوایر محیطی مٹلٹهای‎ ۸ 8٣ ازمثلٹث‎ 
در بك نقطھ متقاطعند ۔‎ CA ' B'د‎ BA ' 

راهنمایی دوتا ازدایره‌هایکدیگردا در قطع می‌کنند. بااستفاده 
از خاصیت جهارضلعیهای محاطی ثا بت می‌شودکه دایر؟ سوم هم بر [۷[می گذرد . 

١‏ ا بت کنید که می‌توان هفت نقَطةٌ حاصل ازرگوس وپای ارتفاعات و 
محل تلاقی‌سه!اد تفاع هرمٹلٹ دا چهار بچهارطوری به‌هم وصل کر د که شش‌چهار۔ 
ضلمی محاطی بدست آ ید . همچنین ئا بت‌کنید که ارتفاعات مثلث ؛ نیمسازهای 
مثلث حاصل از وصل پایه‌های سه ادتفاع می‌باشند . 


-\۵ 

۲ ازنقطة مفروض وتری بهە‌طول معلاوم دردایرة عفروضی رسم‌کنید . 

-٣۳‏ مثلٹی رسم کنید که آذ آن ؛ طول يك ضلع و ذاويۀ مقابل به آن و 
شعاع دایرة محاطی معلوم باشد . 

۴ دو دایرۂ 0 و0 مفروضند . قأاطعی چنان رسم کنید که دو دایره 
را فطع کند و وترهایی به طولهای معلوم | د'[ ایجادکند . 

۵ اولاٴ۔ ثابت کنید که عمود منصف يك ضلع مثلث و نیمساز ذاوية 
ما بل په آت ضلع بر روی محیط دایر؛ۂ محیطی مثاث متقاطعند . ثا نیاً - مٹلٹی 
رسم کنید که طول ارتفاع » میانه و نیم‌ساذز زاویة داخلی مر بوط به یکی از 
دئوس آن معلوم باشند . 

۶ مثلی دسم کنید که در آن شعاع دایرۂ محیطی وارتفاع و نیمساز 
ذاویة داخلی مر بوط به یکی از رئوس معلوم باش . 

۷ نقطۂ 1 را در داخل مثلٹ )8 ۸ بطریقی تعیین کنید که از آن 
نقطه سه ضلع مثلٹ بەیك زاویه دیده شوند › ينی اگراز ۷ به سه راس مثلث 
وصل کنیم» سه زاوی مساوی تشکیل شود . 

۸- دایرة () مفروض‌است. مطلاوب‌است رسم وتری به‌طولملوم ] که 
وسط | ن یا بر دوی خط مفروض ۸ یا بر دوی دایر؛ مفروضی باشد . 

۳۹ مطلوب‌است دسم دایره‌ای به شعاع معلوم ٩‏ بطوریکه از دوخط 
معلوم دو وتر به طولهای [ و'] جدا كنك . 

٥‏ از نقطۀ ھک محل تلاقی دو دایرۂ 0 د0 قاطعی رسم کنید که 
دودایره دا دد نتاط 8 و © قطع‌کند بطوری‌که [ == )8 باشد . (راھنمایی۔ 
از یك مٹلث قائما لزاویه که دترش خطا لمر کز ین‌است » طول یك ضلع دا می 
سناسیم) . 

۴۹ مستطیلی دسم کنید که طول يك ضلع آن معلوم باشد و هربك از 
اشلاعش از یکی از نقاط معلوم 1 6۳١‏ د آ۴ پگذرد . 

۴۲ اذ يك چهارضلعی محاطی دو ضلع وذاويۀ پین] نها د قطر مر بوط 
به داس این ذادیه معلوم است + آن رأ رس کنید . 

۴ اذ بك چھارضلسی محانی شعاع دایرۂ محیطی و طول اقطار و 


ا 

زاوي ماين دو قطر معلوم است ؛إن را رسم کنید. 

۴۴ از دذوزنفه‌ای طول دوقطر و بك قاعده و يك ذاویة محاور همان 
قاعده معلوم أست ؛آن را رسم کن : 

۴۵ نقطة غير مشخص ۸ داقع بر محيط دأيرة 0 د وتر ]8€ معلوم 
انت ٤‏ از ۸ وتری درسم کنید که به وسیلۀ )8 نصف شود . 

۴۶ حط ل و نقَطة ۸ داقع بر آن ونقعلة 8 در خارج آن مفروضند . 
دایره‌ای چان رسم‌کنیدکه از 8 بگذرد و در نقطة ۸ بر ل مماس بأاشد. 

۴۷- داأیرة (©) و نقطة ۸ داقع بر آن و نقطةٌ 8 مغروضند ؛ دایرہ!ای 
جتان رسم کنید که أ نمطة 8 گذشتە در نفطۀ ۸ بردایرة () مماس بأ شد 


فصل سز دهم 
مساحت اشکال 


I‏ ۔ تعر رفا و مقدمات ۔ نسبت دو پارهخط 


٩‏ وسعت هرشکل » عبارت است از قسمتی از سطح که در داخل 
شکل واقع و به محط ان محدود است . 

۴ دو شکل را معادل ا متعادل کون هرگاہ از حسث وسعت 
اق با 

بنابران » دو شکل برابر همیده معادلند اما دو شکل معادل ممکن 
است برابر نیاشند . 

ا ووک که از جمع یا تفر بق اشکال متساوی دست rT‏ 
معاولند گرچه متساؤی تباشند . 

کہ آندازة وسعت ھر شکل را با واحد سطح تعیین می کنند نعنی 
کوت وا به واحد سطع معین می کنند و جه را مساحت 
ان کل سی کو بی : 

۵ واحد سطح مر بعی است که ضلعش برا بر واحد طول باشد. 
چون واحد طول متر است » واحد سطح متر مربع است که مر بعی است 
به ضلع بك متر . ممکن است بکی از اضعاف با اجزای متر به جای 
واحد طول اختبار شود . در این صورت واحد سطح بزرکتر با کوچکتر 


از متر مربع خواهد بود . هر هتر مربع برابر با صد دسیمتر هربع با 


۵ 

ده هزار سافتیمٽر مربع با بك میلیون میلیمتر مربع است . دکاهتر هربع 

مساوی صد هتر هربع » هکتوهتر مربع برا بر ده هزار متر مر بع و کیاو 
مترمر بع معادل بك میلیون مترمر بع می باشد . 

۶ - نسبت دو پارەخط - دو پارەخط ۸8 و €0 ( شکل )١‏ 

دا درنظر می گیریم . فرض می کنیم که پارهخطی مانند ۸8 وجود واشت 

باشد که درهر دو پارەخط 48 و 00 به دفعات صحبح بگنجد » مثا 


E :‏ مرتبه در ۸8 و 
د 
D0‏ ب م 1 مر تىە در 00 ؛ ور 
٩‏ ا a41‏ 
١‏ این صورت کسر 


در شکل ۱ این سبت مساو - است . 
AB _‏ 
CD‏ 
تعریف - هر پاره‌خطی را که به دفعات صحيح در دو پاره خط 
بکنجد › هقياس مشترك آن دو پارهخط هی گومند . ور شکل ٩‏ ۸۴ 
مقیاس مشترك دو بارەخط 8 ۸ و 60 است . 
توج کنید ! وقتی دو پاره‌خط مقیاس مشتر کی داشته باشند › 
سیت | نپا ہك کسر ہا عدد کسری و ہا عدد صحرح خواهد يود ؛ اما 
اکر دو بار خط مقیاس مشترك نداشته باشند » نسبت ١‏ نپا عدوی اسن 


۳ 
۵ 


حساب می کنیم . 


۵۵~ 
محاسبة نسبت دو پاره‌خط با تقریب - دو بارەخط ۸8 و °5 
(شکل ۲) را در نظر می‌گیریم . فرض می‌کنیم که پارخطی مثل ٤٤‏ 
وجود داشته باشد (4) که در قطعه‌خط 65 به دفعات صحیح مکحد »› 
مثلا ده مرتبه » ولی در ۸8 به دفعات صحیح نکنجد . مثا اگر شش 


CKHE TTT TTT TTD 
A E M BF 
۲ شش‎ 
۷8 از ۸ متوالیاً جدا کنیم به اندازغ‎ ۸8'=€٤ طول متساوی‎ 
از ۸ جدا‎ ۸ ۴٤' (کوچکتر از'48) زاد پیاید واگرهفت طول متساوی‎ 
0C5 کم اشد » دران صورت » ست 8 ۸ به‎ BF< A کنیم بها داز 'ظ‎ 


ا 
ین دو عد ېې د ي حر دود ٠‏ 


AB _ ¥ 
SCD Te 


ی کی ا 
نسبت چ با کمتر ار ې 


8 ۰ ۷ 
تقر یب اضافی کسر سے است . 
حال| گر دو بار خط ly CD AB‏ ا فطعه خط ٥۸‏ که نےف ۴© 


) 4 r 
تقر یبنقصانی کسر س وبا کمتر از‎ 


1 
\ o 


ست سہ جسم » واضح است که دارهخط CK‏ در CD‏ ىسەت هر نمه هی گنیجد 


ولی در قطعهخط ۸8 مثلا از ۱۳ مرتبه بیشتر و أز ۱۴ مرتبه کمتر 
AB‏ 


(#٭) همیشه می‌توانیم با قأعد؛ تقسيم يك قطعه خط به فطعات متسادی › 
بارەخطی بیدا کنیم که درآن به دفعأات صحیح مگنیجد . 


۵۴ 


1 ۴( | 
و ا حواهد بود : 


۴ 
a < 


0 AB 
هۍ بینید که سیت وج با تقریب کمتر از سے که نصف تفر یب ددعه‎ 


اول اسٿ »› تعبین شده ست . حال اگر دو قطعە‌خط ۸8 و €0 را ا 


قطعهخطپا بی نر 0K‏ که از تقسمات مساوی ٥٤‏ بوجود یا ۳ 
8ھ 


مدر ,رج کوچکتر و کوچکتر اختیارمی شو ند پسنجیم » سیت ر C9‏ 


کمتر از هرقدر که پخواهیم بدست خواهد أهد . 

بنابراین » در بك سبت صم » هی‌توان فرض کرد که حد تقریب 
باندازهای کو چك باشد که قا بل توجه نبوده بتوان مقدار تقر سی را بدعوض 
نسبت واقعیاختیار کرد؛ و بنا بر همین فرض است که درنسبت اص دو پاره - 
خط » آن دو پاره‌خط را دارای مقیاس مشترك می‌انگار م . 

يك نکتة مہم ! اگر بارهخط 00 واحدطول فرض شود ست 
ما مساوی اندازة قطعه‌خط 48 خواهد بود ؛ بنابراسن » اندازة ارہ 
خطی مانند ۸8 ممکن‌است عددی صحبح با کسری باك کسر وباعددی 
أصم باشد . 

يا توجه به نکته بالا » ست دو باره‌خط را اينطور هم می توان 
تعریف کرد : 


نسبت پارهخط 8 ۸ به پارەخط K0‏ » عددی است که | ندازۀ قطعه - 
خط 8 ۸ باشد › وقتیکه قطعهخط () واحد طول گرفته شود . 


-۵۷\- 
]1 ۔ مساح اشکال 

۷- بش از آنکه به شرح قضابا واحکام مر بوط به مساحت اشکال 
بپرداز م > بادآور می شو م که در مساحترا » هرجا ذکری ازحاصلضرب 
دو بارەخط با دو بعد شکلی (مثلا قاعده وارتفاع) به میان| ید » مقصودء 
حاصل‌ضرب دو عددی است که اندازه‌های أن دو يارهخط با آن دو بعد 
باشند با بك واحد طول . 

۸ - قضیه - مساحت مستطیل مساوی است با حاصل ضرب دو بعد ن 
(قاعده در ارتفاع) . 

برهان _ برحس| نکه ۾ و ظط » اندأزه‌های BCs AB uw gs‏ 
از مستطل ABCD‏ ) شکل ۳ ) > چه وع اعداوی اشند» سه حالت 
ممکن است اتفاق أفتد : 


حالت اول - ۾ و ط[ هردوعدد 


درانن‌صورت ¢ اکر AB‏ رایه 


۾ حزء متساوی و 8€ را بە طا 
جز متساوی تقسم كنم » هر بك ۲ 

ازاجزا بك واحد طول خواهد بود ؛ س ٣‏ 
وچون از نقاط تق A۸8‏ خطوطی موازی با 8€ رس کنیم › مستطیل 
۸0 به ھ مستطیل متساوی تقسیم می‌شود ؛ همچنین اگر از نقاط 
تقسیم 8€ خطوطی موازی با ۸8 بکشیم » هر بك از ۵ مستطیل جزء» 
به ط مربع متساوی که هر مربع بك واحد سطح خواهد بود » تقسیم 
می‌شود و بنابر این » مستطیل ۸8€0 شامل 4 برابر ۲ مربع › بعنی 


~\ AA 
مربع خواهد بود ؛ دس مقدار 8 > مساحت مستطبل » درا ین‌حالت‎ ax hb 
: چين هی‌شود‎ 
a=axXhb 
. نها کسری است‎ ٦ حالت دوم - هر دو عدد ھ و ط یا یکی از‎ 
دران ‌صورت » اعدأو 4 و طا راوس أاز تحنس بەك هخر ج تو دل‎ 


کرده فرض می کنیم 

£ 

(5) 3 
mM 


حال اگر برای اندازہ گیری طولہا > واحدطولراواحدبگیر یم 
ب رحسب واحد جدید طول » چنین خواهیم داشت : 
الف - اندازة واحد اصلى طول » مساوی است باعدد صحبح 11 . 
ب اندازههای ۸8 و 8٤‏ » دو بعد مستطیل 8€©0 ۸ رتيب 
برا بر ست با دو عدد صحبح ‏ و . 
بس » بنا برا نچهکه ورحالت اول گفته شد » برحسب واحد حجدید 
سطح › روا بط زیر را خواهیم داشت : 
=e × d‏ مساحت مستطل A BC}‏ 
۳٦‏ = مساحت وإاحد اصلی سطح 


وازا نحا ْ ا مااحطلة اشکه e xa Xê x m'‏ ¢ معلوم ھی 


شوو که و سعت مستطيل 48€ ° برایر واحد اصلی سطح است 9 


_\۵- 


: بنا براین‎ 
ce Xd cC d 


~~ 


و اء با توجچه به روا بط (1) : 
a=a xb‏ 
حالت سوم - هردوعدد ھ و ط یا یکی ازآ نها اصم است. 
چون قضیه برای جمیع مقادیر تقرببی 4 و ط به طریق بالا ثابت 
می‌شود › دران حالت نیز محقق أست ؛ بعنی بازهم ا × 4= . 
نتیجة ١‏ مساحت مربع مساوی است با توان دوم ضلع آن . 
به همين مناسبت است که توان دوم بك عدد را هربع أن عدد 
می‌خواأ نند . 
نتیجة ۴ نمت ساحتهای دو مستطیل مساوی است با نسبت حساصل 
ضر بهای دو بعدآ نها وا ردو مستطيل در بك بعد مشترك باشند»مساحتها یشان 
لر نسبت دو بعد دیگر است . 
زیرا اگر دومستطیل » یکی بها بعاد 4 و طا ومساحت 8 ودیگری» 
به أ بعاد 'ھ و 'ط ومساحت 'ی مفروط باشند » نسبت مساحتهای آنپا» با 
توجه به فضه شمارة ۸ همین فصل » چنین خواهد بود : 
ax b‏ 8 
a'xXb'‏ 8 
و اگر فرضاً '(=ط اشد »› با حذف عامل مشترك طظ و 'ط از 


صورت ومخر ج کسرطرف دوم رأ بطة اخير: چنین خواهیم داشت : 


۶0( هندسۀ چهارم ريا ضى 
٩‏ - تعر یف ہ در متوازی الاضلاع ؛ هر ضلع را قاعده و فاصله 

قاعدہ را از ضلع مقابل » اد تفاع متوازی‌الاضلاع می‌گویند . 
٥‏ ۔ قضیه ۔ مساحتمتوازی‌الاضلاع برابر است باحاصل‌ضربقاعدۂ 


آڻ در ار تفاعش . 
برهان _ متوازیالاضلاع 
8D .‏ (شکل ۴) مفروضاست . 
A : 0‏ کشیم تا مستطیل ۷0 × 4 بها بعاد 
ط و ا (قاعدہ و ارتفاع متوازی ۔ 


ست : 


a DYC=۸A AXB زراکه:‎ 
مساحت‎ AX D0 =b xX h و چول‎ 


۹- نتیجه ‏ دو متوازی‌الاضلاع که قاعده‌های آنہا بکی و 
ارتفاعپا یشان ىز یکی باشد » معادلند . 

۳ قضیه ہہ مساحت مثلٹ مساوی است با نصف حاصل ضرب يك 
ضلع در ار تفاع وارد بر آن . 

برهان .. ملك ۸8€ مفروض است ( شکل ۵ ) . از دو راس » 
مثلا 8 و € » دو خط موازی با دو ضلع مقابل به اہن رئوس می کشیم 


تا متوازی الاضلاع 85€ ۸ 
تشکبل شود .ارتفا عط = ×8 
را هم رس می كنم . ثلث 
A BC‏ نف منوازیالاضلاع 
BDC‏ ۸ است (چرا؟)› س شش ۵ 


اگر مساحت ان را S‏ امم : 
sS bh‏ 
۲ 


۴ نتیچه - مساحتای دو مثلٹ بر همان نستند که حاصل - 
ضر بپای قاعده و ارتفاع آنا و اگر در قاعده (با ارتفاع) مشترك باشند» 
مساحترا شان بر نسست دو ارتفاع ( ا دو قاعده ) است . 
۴- قضیه - نست مساحتهای دو مثلك که يك زاویة مساوی يا 
مکمل داشته باشند » ساوی است با نست حاصل ضر بهای اضلاع ن زاو به . 
فر ض: دومثاٹ ۸8€ د ۸0€ در زاو بة ۸ مشتر کند(شکل۶). 
B6 AB.AC‏ ۸ ساحت 


سس | لے لے ل س س 


aza ADE AD AE حکم:‎ 


برهان ‏ ا گر دو مثلث حدا باشند : 
انپا را بر هم منطبق می‌سازیم تا به 
صورت شکل ۶ درآ ند . آنگاه از ۴ 
به 8 وصل می کن . مساحتپای دومثاٹ 
ABC‏ و BE‏ کہ در ارتفاع راس 8 


hE 


مشتر کند» در نسست قاعده‌های | نېا > دعنی بر سمت AC‏ و ۳ ۰ می باشنں: 
B6 AC‏ ۸ مساحت 00 
BE AE‏ ۸ مسا حت 


و نبز در دو مثلٹ ۸8۴ و ۸015 کہ در ارتفاع راس E‏ اشتراك 
دار ند 
ABE AB‏ مسا حت_ )0( 
DE AD‏ ۸ مساحت 
چون دو رابطۀ ۱و۲ را ءطو بعضودرهم ضرب ‌کرده ودر طرفاول » 
عامل مشترك عنی ( ۸8۳٤‏ مساحت) را از صورت و مخر ج حذف کلم : 
BCG AB. AC‏ ۸ مساحت_ 
DE AD. AF‏ مuاحت‏ 
نمر ین - ابات حا لئی که دو زاو یه مکمل باشد › تەغهدە دان ش آموزان 
است . 
۵ تعریف ۔ ار تفاع ذوزنقه خطی است که از بك نقطه يك قاعده 
بر قاعدۂ دیگر عمود شود . 
۶- قضیه ۔ مساحت دوز نقه درانر است و حاصل ارب مجموع EK‏ 


قاعدۂ ن در نصف ار تفاعش . 


برهان _ قطر € در ذوزنتۂ ۸8€C65‏ (شکل ۷) أن را به دو 


ش۷ 
مثلٹث ACD » ABC]‏ تحز ده می کن که ارتغاع هر دو و قأعدەھا شان 
سر تىب 8 ۸ و 060| ند : 


۳ 
CD‏ مساحت +€ B‏ ۸ ساحت = 8٤5‏ ۸ مساحٹ 
1f ۱ f‏ 1 ۱ 
Lbhh+b'h= bh(h+b’)‏ = 
اس دو راه عمل می شود : 
را که از بك راس › مثا از راس 
۸ › خاأر ج می‌شو ند› رسممی کیم 
( شکل ۸ ) تا چندضلعی به چند ۸ 
مثلث تجزبه شود . آنگاه مساحات مثلشا را جداگانه باقته با هم جمم 


می كنم 

ب — AD‏ بزرگتر ن قطر چندضلعی را رسم می کنیم (شکل )٩‏ . 
ار سار رکوس عمودهای BH‏ و9 CK‏ 9 ۰ء را فر AD‏ فرود می أ ورم 
تا چندضلعی به یك عده مثلث و ذوزنقة قائم الزاو به تقسم شوو . آ نگاه 
مساحتای این اشکال 
را بدست می وريم و 
مساحت چندضلعی 


حاصل شود . ش ۹ 


١‏ وسعت هر شکل عیارت است از قسمتی از سطح که در داخل شکل 
واقع و به محیط ]ن محدود است . 


٣‏ دو شکل را معادل گویند هر گاه از حیث وسعت یکسات باشند ؛ دو 
شکل درأ در همیشه معاد اند اما دوشکل معا دل ممکن !ست برا بر نہأاشند 

۴ دو شکل که ازجمع يا تفريق اشکال متساوی بدست | ینت » معادلند 
گر حه متساوی نیأشند . 

۴ مساحت هر شکل یی نسبت وسعت إن به واحد سطح . 

۵ اگر بادەخط ۴ ۸ بەدفعات صحیح ۵ د ۸ بتر تیب دردو پارہ خط 


C09 8‏ بگنجد . دداین صودتک ر را سیت ۸8 به 0 می‌نامند 


و ]ن را ا ینطودمی نو سند : = وبادەخط ۴ 4 راکه بەدفعات صحیح 
در دوبارەخط 8 ۸ د60 گنجیده‌است › مقیاس مغتر ك دوبارەخط 8 554 ° 
می خوانٹد ۔ 

۶ وفتی دو پاره خط ممَیاس مشتر کی داشته باشند › نسمت | نها یك کس 
یا عددکسری وبا عدد صحيح خواهت بود ؛ اما اگر دو يأارە خط مقیاس مشتر ك 
نداشته‌باشند » نسبت آ نها عددی است أاصم وان را با قريب تقصا نی یا اضاقفی 
تعمس می کناں . 

AB ٍ 

۷ ا کی پارہخط C5‏ واحد طول فرش شود › نسبت 9ح مساوی! نداز؛ 
فطعه خط 8 ۸ خواهد بود . بنابراین ۰ اندازۂ پاره‌خطی مانند ۸8 ممکن 
است عددی صحیح يا کسری یا یك کسر و با عددی اس اشد . 

۸ نسبت پارەخط 8 ۸ بە‌بادە‌خط € . عددی است‌که اندازء قطعه۔ 
خط 8 ۸ باشد وقتی که قطعه خط ([6 واحد طول گرفته شود . 

۹ مساحت مستطیل مساوی است باحاصل ضرب دو بعد آن 

ہ ١‏ مسا حت هو بع مساوی است با توان دوم ضلعآن 

١١‏ سیت مساحتهای دو مستطیل برایر است با نسیت حاصل ضر بهای 
دو بعد نها واگر دومستطبل در يك بعد مشترك با شند > مسا حتها شان در نسمت 
دو بعد دیگر است. 

١ ٣‏ مسا حت متو ازی الاصلاع مساوی است ا حاصل ضرب قاعده در 
ارتفاع . 

۴۳ مساحت مثلث مساوی‌است بانصف حاصل‌ضرب قاعده در ارتفاع . 


یس 


۴ نسبت مساحتهای دو مثلٹ که يك زاویة مساوی با مکمل داشته 
باشند ؛ مسادی است با نسبت حاصل ضر بهای|ضلاع آن ز اویه . 

۵ مساحت دوزنقه برابر است ا حاصل ضرب مجمو ع دو قأعده در 
:صف ارتفاع 


نمرین 
-١‏ یك ضلع مستطیلی سه برا بر ضلع دیگر است و مساحت آن ۸/۶۷ 


سا نئیمترمر بع است :+ ضلع آن دا بدست آورید . 

٣‏ دو بعد مستطیلی ۱۵ و ۲ است. از یکی ۴ کم می‌کنیم . به دیگری 
جقدد بیفزاییم تا مساحت ]ن تغییری نکند ؟ 

۳ در دایره‌ای به شعاع ٩۸‏ مستطیلی محاط کنید که مساحتش 8 باشد. 

۴ هر خط کہ یں مر کز متو ازی‌الاضلاع بگذرد . ان را به دو دوز نمه 
متساوی تقسیم می کند . 

۵ اذ یك نقطة واقم برقطر متوازی‌الاضلاع دوخط موازی با دو ضلع 
راسم می کنیم - تات کنید که دو متوازی‌الاضلاع معأادل بو جود می أ یند 

¥ اضلاع مستطيلی دا در بك جهت بها تداز خو دشان امتداد می‌دهیم . 
ثا ت کنید که | نٹهایاین چهار طول؛ رئوس متوازی‌الاضلاعی هستند که مسا حتش 
۵ برابرمسئطیل مغروض است . 

۷ مساحت مئلٹ قا ئا لر اویه مساوی است با حاصل ضرب دوقطعه‌ای که 
دایرۂ محاطی از وتر جدا می کند . 

۸ اگرشماع دایر؛ محاطی مٹلٹی۲ باشد ۰ انداذه‌های محیط و ماحت 
منلٹ با يك عدد بیان می‌شوند . 

۹ دوز نق متساوی الساقین 8€٣[(‏ ۸ وادتغاع 0€ آن مفروصند . 
ا بت‌کنید که مساحت دوز نقه دو برا برمساحت مثلٹ قاگمالزاویة ))۸ أاست. 

١‏ مساحت دوز نقه مساوی است باحاصل ضرب مك ساق درفأصلة إن 
ساف ار وسط ساق دیگر. 

١‏ درذوزنقه‌ای ۳ = ط (قاعد؛ کو جکتر). ۶ =8 (قاعدة بز رگتر) 
وھ = [. مساحت جهار مثلث حادث از تقّاطم قطر ها را حساب کید . 

۲ خط ے4 درخارج مثلٹ )8 ۸ مفروض است . عمودهای ' ۸A‏ › 
BB'‏ د' CC‏ را بر A۸‏ فرود می | ریم و اوساط 1 نهار ا C"s B".۸A"‏ می نامیم . 


ر 


۶۶ 


ا بت کثید که مساحت مثلٹ )"8 "۸ نصف مساحت مثلٹ 8€ ۸ است . 

۳ مسا حت هر چھارضلعی مساوی است با نصف حاصل ضرب يك قطر 
دد صو یر قطردیگر بردوی خط عمود بر اولی . 

۴ هر گاه أز و سط ضلع مثلٹ دو خط موازی بادوضلع دیگر آن‌بکشیم؛ 


متو ازى الاضلاعی معا دل صف مثاٹ مە#ردصض دل ست می | ید , 


a Db 


ش ٥‏ 
هعادل. یکدیگر ند . 


۵ خطی مواذی با ضلع )8 
ازمئلٹ )8€ ۸ رسم می کنیم 1 ضلع 
AB‏ دا درN A C3‏ را در فطعم 
کند د8۷1 د CN‏ دا دصل می کنیم 
تابکدیگر دا در ۴٣‏ تالاقی کنند. ا ت 
کنید که دو مئلث PBN sı PCM‏ 


۶ بامراجعه به شکله ١‏ ا ت کنید که : 


a-b 


(a+ b)'—=a'- fab þ'" 
1۹ دامراجهه به شکل‎ ۷ 


ا ست کید که : 
(a— b)'=a'— Tab-4-b'"‏ 
١ ۸‏ ٹا فت کنید که : 


(a -b) (a— b)= a" — b' 
راھهنمایی ۔ با مراجعه به‎ 
.٠۲ شکل‎ 

۹- در مر بعی به ضلع ۾ ؛ 
قطر بر ابر است با ۲ ⁄4. 

٥‏ ۔ مساحت مر بعی که بر 
روی وترمثلٹ قائم‌الزراویۀ متساوی۔ 
الساقین بناشو د » جهار برا بر مسا حت 
مثلث است . 

۲١‏ مطلوب است مساحت 
ذوز نق متسادیالساقینی که یکی از 
زادبه‌های آن ۶۰ درجه بوده وأاین 
معلومات از آن نیز در دست باش : 


7¥ 


الف _ دو دأعده. 

ب ۔۔ يك تاعده و ارتفاع . 

ج یك تاعده و سأق . 

۲٣‏ اکر در دوی اضلاع مثلٹ قائم الزاویه‌ای سه مر ړم در خارج اين 
مثلث بسازيم و رئوس مجاورآ نهار! دصل کنیم > سه مٹاٹ معادل با ملك اصلى 
ایجاد می‌شو ند . 

۴ در مثلث )8 ۸ ١‏ نقطة ٧]‏ را ددست |وريد بقسمی که مثانهای 
MBC ° MAB‏ د HCA‏ با هم مع دل باشند . 


فصل چپار دهم 


یدو طا ق متناصب ٹا وك 


١‏ لست و لناسب س در حسات د ىدها یم کف نسىت دوعدد ؛ خار ج 
سمت أن دو عدو است ؛ ا به عىارت دىكر > کسر ی است کەان ډوو عدو 
صورت و مخرح أن باشنك . 

نسبت دو پارهخط » نسبت دو عددی است که اندازه‌های آن دو باړه- 


خط باشند وقتی که هر دو بارهخط با يك واحد اندازه ګرفته شو ند . 
اسب عبارت است از بیان تساوی دو نست . 


درشکل ۱ دو يارە خط CD 9 AB‏ هر دد ا ىڭ و حى اندازه گر فته 


A 5‏ شدها ند ونسست| نپا جسن ‌آاست : 
ا ۴ : 6 ۴ ۸ AB‏ 
3 _- __“-”-_——=-~ 
CD ¥ ۳ Een‏ 


س ١‏ دد بارە خط GI] 3 FEF‏ نمز 
با مك واحد دوکر اندازه‌گر فته شده‌اند ونسمت آ نپا انطور است : 
HFF‏ 
GI]‏ 
ا EF AB‏ .1 
از بیان نساوی دوست وچ و ججح تناسب زیر نجه می‌شود | 


AB EF 

LCD GH 
lı GH ; EF ,; CD ; AB وور این صورت جپار قطمىە خط‎ 
تناس و هر بك از ا نا را جپارم حر ت تناس 5 لسك ټطعه خط ودنکر‎ 


می ناهند . 


۱۶۹ - 


درهر تناس › دوجزء اول وچپارم را طرفین ودو حزء دوم وسوم 
ا وطن اسب می ناهد : 


خو اص تناس را در حسابت و جر د ددا یک وھی‌دأ نید که : 


ا در تناس › حاصل‌ضرب کک 
طر فن مساو ی| ست باحاصل ضر ب ad = be‏ 
وسطىن . 

× - در هر تناس می توان € 

b d 
d _ c a_b جای طرفین را با هم عوض‎ 
b a C d کرد همچنن‌جای وسطىن‌را.‎ 
در اين هر دو صورت › تناسی‎ 
. تازه بوجود می ید‎ 
a_ce bd در هر تناس می‌توان‎ ۳ 
bb d a Cc 
دو نسہت را معکوس کرد‎ 
atrb_c{d a~b_c¢—d 

۴ در هر تناس می‌نوان bb d bb dd‏ 
در صورت › ا در محر ٤‏ ا 0 C i‏ @ 
در هر دو» رکب با تفضل al-b cd a—b c—d‏ 

atkb c+d 
a~—b c—d . نست کرد‎ 


٣ a C : 
€ ۱ 
a ۰ دارم‎ 


a= b.c ا‎ 


(Yo 

در این صورت » ھ را واسطه هندسی مان ط و‌ می اهند . 

واسطا هندسی دو عد »› عددی است که مجڈورش ساوی‌حاصلضرب 
ن دو عدد باشد . 

با اگر را بط اخیررا به صورت ع.ط ⁄4=۷ بنوسیم »› می‌توان 
گفت : 

واسطه هندسی دو عدد » جذر حاصل ضرب آن دو عدد است . 

۴ہ قضیه ‏ هر گاه چند خط متوازی دو خط را قطع کنند و بر 


دوی یکی قطعات متساوی جدا گنند › بر روی دیگری هې قطعات متساوی 
حدا می‌کنند . 


شش 
فرض : AA' || BB' [| CC' || DD'‏ 
AB= B= CD‏ (شکل ؟) . 
حم : A'B'=B'C'= C'D'‏ 
برهان ‏ اگر ثابت کنیم که دو قطعة دلخواه از خط "۵ » مثلا 
'B'‏ و'C'D‏ » باهمبرابر ند» حکم برای همه قطعات ثا بت‌خواهد شد . 
از ۸ و € دو پار خط 4۴ و6۴۳ را موازی با d'‏ رسم می کشم . 


REG, 


۱۷۱ 
می بینیم که نسمت ه دومتوازی ۸۴ و6۴ ومورب ۸€ دو زاو ہۂ متقا بل 
داخل و خارج FCD ; EAB‏ متساوی می‌شوند . و نز نس٧ت‏ به دو 
متوازى '88 و '00 ومورب ([8 : 


ÃABE=— CDF 
(بەحالت زضز) متساوی می شو ندء‎ C0۴ و‎ ۸ 8٤ س دو مثلك‎ 
()  AE=CF 1 


اما در متوازىالاضنلاء AE—=A'B' ‘ AA'B'E‏ 

CF=(C!'D' . CC'D'F gIضllélgتaa و 5ر‎ 

چون در رابطه ۱ به جای AE‏ و C۴‏ مساو ا شان را فرار دهم : 
A'B'=(C'D'‏ 
۴ہ هر گاهخطپای 

متوازی همه ور يك 

طرف نقطة تقاطع دو 

خط فباشند » باز حکم 


صحبح است . داش ۔- 
آموزان با مراجعه به 
شکل ۳ استدلال را 
تکرار خواهند کرد . شم 
۴ - مسثله ۔ می‌خواهيم پارەخط ۸8 داه ۶ جزء متساوی تقسیم 


\VY_ 


A C۸‏ از ۸ خط 
8B‏ ۴) وبر رویان ازمیداً 
س ۴ ۸ بشت سرهم شش‌طول 
متساوی دلخواه جدا می کنیم تا € بدست| بد . از € به 8 وصل می‌کنیم. 
خطوطی که از نقاط تقسیم به موازات 08 رسم شوند » ۸8 را به شش 
جزء هتساوی تقسیم هی کنند . 
۵- قضیۀ تالس - هر گاه چند خط متوازی دوخط را قطع کنند › 
بر دوی ۲ نها قطعات متناسب بوجود میور ند . 
فورض : AA" || BB || CC || . . . || FF‏ (eکل‏ ۵) . 
dً d‏ 


O 


A ۸ A۸ 
a 3َ ر‎ 
N, 
C/E 
aN! 
5 D 


2 


س ھ۵ 


AVE 
AB CD’ EF 
AB TCD iT EF ies 
d کفی ست ابت کنیم که دو قطعه از قطعاتی که در‎  ناهرب‎ 


احدات شدهأ ند و س بر حی ار خطوط متوازی محصو ر ند ؛ با دو فطعه 
که به وسىله همان خطوط منوازی روی d'‏ دو جود | هده‌اند »› متناسند ؛ 


A'B'_C'D' e 
A6 مثلا ثابت نيمز رع‎ 


قرض می کنیم که ۸8 و 00 را با مقباس مشتر کی |ندازه گرفته 
اشيم و سىت | ذا ثلا : 
o g2:‏ 
شدهہ اشد ؛ C5‏ را + " و ۸8 را به جزء هساوی تقسیم می کیم و 
از ھ و طو...» نقاط تقسیم » خطوطی موازی با ۸۸ می‌کشیم تا "4 
رادر 'ھ و 'ظ و .. . قطع‌کنند ؛ به موجب فض ۲ »› قطعاتی که خطوط 
متوازی هرسوم روی ٥C'0'‏ و'۸'8 جدا می کنند » متساوی خواهند بود 


و در نتیجه '5 '0 به ۳0 و ۸'8 به ۸ جزء متساویک تقسیم می شو ند؛ بعنی : 


C'D' m 
(9 AB n 
و ۲ ىك نسبت مشترك › بعنی س وارد نيجه‎ ٩ چون دو تناس‎ 
: هی گیریم‌که‎ 
CD C'D' 
AB `` A'B' 
A'B'_C'D' 
AB CD ۳ 


A'B' 
6 به همین روش ثابت می‌شود که سبتپای دیگر ہم با‎ 


~\Y¥- 
A'B' B'C' CD 
AB BC CD  & 
خطی که موازی با يك ضلع مثلثی رسم شود » دو ضلع‎  هجیتن‎ ۶ 


برأ ير نك»› دع 


#( خط DFE‏ موازی با8 رسم شله 
داش ازA‏ خطی‌موازی ا ئپامى- 


: کش ومی بینیم که‎ 
AD DB 
AE EC 
AD شو کے‎ 
DB EC ° 


۷ تعر یف - اگر خطی که موازی باك ضلع مثلث رسم شدد سن 
ابن ضلع وراس مقا بل بها ن باشد » مجمو ع فطعاتی که تر ك ضلع جدا 
شدد| ند» مساوی| ن ضلع است : درا : دن صورت هی کو سم که خط › ٠‏ اضالاع 
مثلت رابه نسبت اضافی تقسیم کرده‌است DE bz)‏ درشکل ۶)؛ وهر گاه 
این خط اهتداد اضلاع ثلث را فطع کد تفاضل فطعا تی که بر روی یك 
ضلع جدا میسو ند › برابران ضلع است درا ن‌صورت هی گو م کەخط› 

- ۔ عکس قضیه در مثلٹ‎ ۸ A۸ 
)۷ ہر گاہ در مثلٹ 8€ ۸ (شکل‎ 


AD _AE, ج‎ 
DE, l BC Fg “EC . 3 


. ست‎ 8 C 
8€ موازی با‎ D€, ش ۷ برھان ۔ ا گر‎ 


هر گاه درمٹك )8 ۸(شکل 


ع 


¥۵ 
نناشد » از 2 خطی موازی با 8€ می‌توان کشد تا ۸€ رامثلا در 8 
فطع كند. در ین صورت : 


AD _ AE 
DB EC 
: چون | بن تناسب را با فرض قضيه مقا سه کشم » » معلوم می‌شود‎ 
AE_AE, 
EC EC 
AF AE, 
AE+EC “TFLEC: که بس ازتر کب سبت در مخرج‎ 
AE_AF, ١ 
AC AC ا‎ 


در تناس اخر »› مخر جہا بکی هستند » دس صور تپا هتساو ند ؛ 
بعنی ۸۴ = )۸8 و در نشجھ ,£ بر 8 منطیق د 0٤E‏ با 86 موازی 
است . 

> مسکله - می‌خواحيیم بارهخط 8 ۸ را به قطعات متناسب باوص‎ - ٩ 
. ر ؛ ص و تقسيم کنيم‎ 

أز نقطه ۸ خط غر - 
مشخص ×۸ را هی کشیم و 
بر رویآن طولپای ۸€ › 
DE: CD‏ ,۴ رایتر تىپ 
مساوی أ q»p «< 1< mM‏ 


( شکل ۸ ) ( با متناسب ا 


اش ۸ 
آنہا) جدا می کنیم . 8۴ را وصل می کنیم وازنقاط ۴ » ٥‏ و٤‏ خطپای 
DN › EP‏ د CM‏ را موازی با آن می کشم . نا به قَضْية تالس دارم : 


¥۴ هندسة چهارم رياطى 

AM _MN_ NP_ PB 

m n Pp q 
د مسئله - می‌ځواهیم چهارمین جزء تتاسب بين سه پارهڅط‎ ٥ 
را بسازیم » بعنی پاره‌خطی بدستآ وريم که طواش‎ e ه طولهای 4 › ط و‎ 

با 4 » ط و € تناسیی تشکیل دهد . 

دو بم خط Ox‏ 9 
(0y‏ شکل ٩‏ ) را 
ر سم می کیم و درروی 
مکی طولپای OA‏ و 


0€Cرl‏ بر تنس مساو ی 


4 و ع٤‏ و ر روی 
دبگری طول 08 را مساوی ط جدا می کنیم واز€ خطی موازی با ۸8 
می کشیم تا ×0 را در × قطع‌کند . درمثلٹ 0۸8 خط ×6 موازی ۔ 
8ھ رسم شده است » بنابراین : 


OX OC 
OB OA 
XK C 
Ta : بعلی‎ 
طول مطلوب است‎ 0× 


۹ - قضیه ۔ هر اه دو خط متوازی 4۸ و '88 اضلاع زاو به 
0 دا قطع کنند (شكل ٥‏ ) این تناسب بر قرار است : 
OA_OA' _A4‏ 
OB OB' BB‏ 
برهان - ,AAرlم‏ موازی ا OB'‏ رم می کنیم.درمثلت '88 0 
خط , ۸۸ موازی با '08 است › پس : 


YY 
0» 48_04 
BB' OB 
چون ,8'4 ' ۸۸ متوازی الاضلاع‎ 


lٽ‏ <« AA'=A B'‏ . 
حال در رابطه ۱ به جای '8 ,۸ 


: مساو یش ' ۸۸ را قرار می‌دھیم‎ 
OA_OA AA'  AA' OA 
ش ا‎ OB OB' BB'* BB' OB 

۳ - مسئله - بر روی خطی دو نقطه ۸ و 3[ داده شده‌اند ۰ می - 
خواهیم بر رویآن خط » نقطه‌ای پیداکنيمکه نست فاصهه‌هایش از ۸ و 8 


مساوی عدد معلوم -- باشد . 
از ۸ و8 دو خط متوازی دلخواه می‌کشیم (شکل )و برروی 
بکی طول ٥ط 8B٤6€=‏ و بر روی دیگری در دو طرف ۸ طولہای 
۸D = A D' =‏ را جدا می‌کنیم واز € به "0 (بابه 0) وصل می نیم 
AB‏ را در (M' L) M‏ قطع کند؛ تست به دو متوازی ۸5 و٤8‏ و 
دوقاطع 1'8 و €'1 خواهیم داشت : 


~\ VA 
M'B _ BG _ m 
M'A AD n 
MB _ BC _m ١ 
MA AD' n ل‎ 
, اط مطلوت هسل‎ M 3 Mi دو نقطه‎ 
MB m 


MB m ١ MB __‏ 
AB mn ° MA+MB m+n‏ 
MB‏ را از ان را رطه ددست میا ورم : ا = MB‏ °> 2 اکر در 
MB m |‏ .„ ۳ 
تناست MA n‏ تقض ل ست درهخر ح كنم و 'yM'B‏ بدست | ور مء 


چنین خواهیم داشت : ا M'B—=‏ . 


دس فاصله‌های تقاط MM 3 M‏ ار زقمله ٤ B‏ طولہای معدن ردر 
m.AB m.AB‏ 


m—n ¬ ¬ m+n 


حال اگر امتداد دو خط متوازی را تعییر دهم و رسیم را تکرار 
کنيم » باز همان دو نقطة M‏ و M'‏ بدست ځواهند | می ٤‏ زرا که اگر 
مثالا بەجای 1¥ نقطه ای مانند N‏ بست با بد وقاصله N‏ از 8 راحساب 


m.AB 
به اڭ فا صله زد‎ B ار‎ M د‎ N کم نسحه می‌شود ¢ دعدی‎ 


و در یك طرف ان قرار دارند » س N‏ با 1 بکی‌است . همسن استدلال 
را برای '1 می‌توان کرد . بابرا نچه گفته شد : 


۴۳ - قضیه - هر اه دو قط ۸ و 8 و عددحسابی ‏ ( کوچکتر 
I‏ 


¥4 


یا یز ر گتر ازو احد) داده شده باشند در روی خط ناأمحجدودی کكەیر BsıA‏ 
م یگذړرد دو نقطه » و فقط دو نقطه » می‌ توان رافت که سیت فاصله‌هایشان از 


و B‏ مساوی “ بأاشد . 

۴ - قضیه - خطوط متقارب» برروی دوخط متو ازی‌قطعات متناظر 
متناسب جد! می کنند . 

فرص می کنیم که چہار خط متقارب »› دو خط متواری را بترتیب 
در D € 8B › A‏ و D" €' › B' › A"‏ قطعکردهەباشند (شکل؟۱). 


(١( AB _OA _OB' 
AB 0A4 OB 


: و 04 دارم‎ OB نسسٹت به دوفاطع‎ 
(( B'C' OB' OC 
BCE OB OC 
CD OC OD 


و سىت بەدوقام OB 2 OC‏ : 


همچنین خواهم داشت : 
در اسب | د دد 0B‏ 2 دو تناس ۷ و ۳ در تست 
OC:‏ ای ¬ ا u‏ 
جک مشترك هستند » س تمام نسمتپای سه تناست ١و ٣‏ و "۳ ا ھم 
A'B' BC _CD‏ 
AB BC (Gp i ae 2g‏ 
توجه کنید ! اگردو خط متوازی مك طرف زقطه تقارب اشن › 


_\Ao— 
۱۲ قطعات متناسی که روی | نرا حدا می‌شو ند هم‌جپت هستند ( شکل‎ 
الف) ؛ واكر نقطه تقارب بین دوخط متوازی واقع شود › قطعات متناسب‎ 
. ہم جہت نیستند (شکل ۱۲ ب)‎ 
۔ قضیة عکس ۔ هر اہ بر روی یکی از دو خط متوازی چند‎ ۵ 
و 8 و € و و... وبرروی خطەدیگر» نقاط !^ و '8 و'€ و'5‎ A نقطة‎ 


و ٠۰‏ بتر تیبی که اسم برده‌ایم قرار داشته باشند و بین قطعات متناظر ۲ نها 
این تنایسب درقرار باشد : 


A'B' BC CD' 
AB BC CD 
. و' )0 و ... همه بر يك نقطه می‌گذرند‎ 8B و'8‎ ۸ ٩ ' خطهای‎ 


برهان ‏ گر قطعات '۸'8 و'€'8 و... با قطعات AB‏ و„ 8C‏ 
و۰٠٠‏ در یك جہت باشند » دوخط متوازی در ہك طرف نقطه تقارب واقع 
می‌شوند و هر گاه BC" A B'‏ و ...ا AB‏ و B€‏ و ... ھمeجېqت‏ 
نباشند» نقطة تقارب بسن دو متوازی می‌افتد . 
فرض کنیم که دوخط ' ۸۸ و '88 بکدیگر را در 0 قطع کنن 
(شکل )۱۲١‏ . ثابت می کنیم که 0€ بر ٤‏ می گذرد . درحققت اگر 0€ 
خط '۸'8 را درنقطهای مائند ,€ قط ع کند > لازم میا ندکه : 
AB _BC‏ 
AB BC‏ 
باشد » بعنی 0 بر0 منطبق باشد » س ©0 بر "€ می گذرد . به طرق 
مشابه ثابت می‌شود که 00 پر0 مرور هی کند و ... نایر این ۸٩‏ و 
BB'‏ و ... همه در 0 متقار ند . 


۶ ۔ قضیه - نیمساز هر زاو به مثلث » ضلع مقابل ړا به نست دو 
صلع دلگر تقسیم می‌کند . 


-\A\- 

( نیمساز زاویۀ داخلی به نسبت‌اضافی تقسیم می‌کند و نیمساز 
خارجی به نسبت نقصانی) . 

برهان ۔ الف ۔ ۸0 نیمساززاویۂ داخلی ۸ ضلع مقابل را در 
قطع می کند (شکل ۱۳) . از € 
خطی موازیبا نیمساز 0 ۸ می کشم 
تاامنداد8 ۸ را د ر۴ قطع ‌کند . 

نسسٹ به دو متوازی ۸9 و 

: AE ga sEC 


ش ۳ 


() BAD=AEÛ 
() DAC=AÃCE : ۸€ ونسٹ به همان دو متوازی ومورب‎ 


دو طرف اول تساو یپای ۱ و ٢‏ به هو جن ور ص »› متساوی هستند ؛ س : 


. A6 = AF ودر چە‎ A C= ACE 
: دارم‎ BE 2 BC ومورای‎ EC a AD ست به دو متوازی‎ 


DB _AB 
DC AE 

اگر به‌جای AE‏ مساو ش AC‏ را رار دهم ٤‏ خواهیم داشت : 
DB _AB‏ 
DC AC‏ 


ب نیمساز زاوی خارجی ۸ ضلع مقابل را در"( قطع می کند 
(شکل 1۴( .اذC‏ خطی موازی با این تیمساز می کشیم تا 8 ۸ را در" 
تلاقی کند ۰ ا سانی می توان د بدکه : 


—~\AX_ 
(۱( BAD'— ÃE'C 
(%) CAD'= ACE 


چون دو طرف اول به فرض متساویند : '۸€8 ۸۴8'C‏ میشود › 


عنی ۸€ = ۸£ ؛ اما در 


: مثلت '( ۸8 دارم‎ 
D'B_ AB 
D'C AE 


در محر ج طرف درم بەجای 
AF‏ مساو شس lyAC‏ رار 


D'B_AB 
D'€C AC : می‌دھم‎ 


۷ ۔ قضیة عکس ۔ هر اہ برروی ضلع 8€ از مثلث ۸8€ دو 

A‏ نقطهة ( و '([ بدست ود بم که 
نت فواصلشان از دو داس 
5 و رفست اضلاع AB‏ 
و ۸€ اشد » دو خط۸ و 
' نیمسازهای داخلی و 


8B 4 

٤ 0‏ 0 خارجی زاوا ۸ خواهند 
س ھ۵ بود . 
DB D'B AB‏ 


€ 57 ع (شکل ۱۵) 
حکم : ©۸ و '40 نیمسازهای ۸ هستند . 
برهان - مىدا نیم که نىمساز‌های زاویه ۸ ضلع مقابل را در دو 


AB 
نقطه قطع هی کنند که نسبت فواصلشان از 8 و مساوی ۸ است د‎ 


_\AF- 
نیزمی دا نیم که برروی خط 86 بیشتر ازدونقطه نمی‌توان بافت که ست‎ 
فواصلشان از 8 و € مساوی م باشد و 1 و '( | بن دونقطه هستند.‎ 
. می گذرند‎ D'sD دس نىمسازهای ۸ »م‎ 
مسگله ۔ می خواهیم قطعاتی را که ئىمساز زاوي داخلی ۸ بر‎ -۸ 
. روی ضلع )8€ از مثلٹ ۸8€ جدا می کش حساب كنم‎ 
اضلاع مثلٹ را ۾ وطو € می‌نامیم ( شکل ۱۳ ) ؛ در تناس‎ 


` DB AB 
: ددمخرے تر کیب نسبت می کنیم‎ €7 € 
DB ce ۰ DB ___ AB 
a be - DB+DC AB+AC 
Aa‘C 
: تفر یق كنم‎ a واگر 08 را از‎ B= لسن :م‎ 
a.<b 
DC= re 


عئی طول هرك از دو قطعهای که تیمساز زاو يه داخلی مثلٹ 
روی ضلع مقابل جدا هی کند » مساوی است با حاصل ضرب آن ضلع در 
ضلم مجاور أن قطعه تقسیم بر هجموع دو ضلع زاو به‌ای که یمساز آن 
رسم شده است . 


۹- مسگله ۔ مطلوب است محاسه قطعاتی که نیمساز خارجی 


زاو به مثلئی برضلع مقا ل حدا می کند ( حل مستله به عیده دانش ا موزان 


است) ؛ جه چنین خواهد يوو : 
(شکل )۱۴‏ ر DCs g D'B~‏ 
قشأ به 
موضوع تشابه دو شکل » اسانتر از آ نچه قال بیان باشد» 


| 
\A4- \A- 


1 
| فال درك أست ٠‏ ار شکل ۱۶ دو ساختمان د که می‌شو ند که با وحود یعلی داشته باشم . AA 2 8—B' ۳ CC:‏ 
AP’ _A Cl B' 8 1‏ 
AC BE 1‏ 


عا بکی‌است وطول خطپای یکی دو برایرطول همان خطپا در دىکرى 


٠ ا‎ 
- 1.7 | ۰ | 

1 1 

درك می کند . با ند کی تو جه د دله می‌شود که در اين دو شکل 1 زاو نها 


ا 
1 است ؛ خانۀ سمت راست » همان خان سمت چې است که اندازة طولپا ش ۱۷ 
دران دو برابر شده وخانۀ سمت چپ › همان خانۀ سمت راست ت است که جندضلعی ای متشا به 


| داز طو لاش به مقیاس ن تو دل ¢ بعنی کوچك شدهاست . عددهای ۳- نعر ف ¬ دو 1 ضلعی را متشا به می ناهد اگَر زاو نه‌های 


۲ و س سیت بین طولپای خطوط متناظر دوخانه را بیان می کنند . متناطرا نہا با هم برا بر واضلاع متناظرا نہا باهم متناسب باشند 
دس می توان گفت شکلی ما ننک (۳) مشا به ا هر د شکل دىگری مثالا اگر در چہار ضلعی ABCD, gs ABCD‏ (شکل ۱۸( 


ما نک ) (F'‏ است ٰ هر گاه زاو نه‌های أ ہا نظىر بنظىر درایر دوده 3 متشا به باشند > دارم : ٠‏ 
اندازهای خطوط متناظر أ نہا به نسبت معبن یکو چك بابز رگ شده‌باشند . l۸ A=A,s BÊ‏ 
| 


ا زاو نه متساوی از وه د مشاه رأ زواای متناظر اا A D, A RA A A‏ 
هر دو راو نه وی از دو شکل به را روابای ظر ؛ و &=& د 4 
1 نظیر وهر دو ضلع با دو خط از همان دو شکل را » که باهم متناسبند» ٢۸‏ 
1 دوضلع با دوخط متناظر با نظیر می‌نامند . AB, __B,C,_CıD, _DıA,‏ 
AB BC CD DA : 1‏ 
| مثلث اک متشا به در دو مثلٹ متشا به ( بطور کلی در در ضلعی متشا به) سېت هردر 
ا 
۹-تعر یف - دو مثلٹ مانند ۸8٥‏ و'€'۸'8 (شکل ۱۷) را ضلع متناظر* را نسبت تشابه دوشکل می گویند . 
١‏ مشا ره گو شد عر گاه زاو نه های انا نظر شظىر متساوی 3 اضلاع آنا )#( جون مثلث لسك ضلع دأارد دوضلع تیر أذ ددمٹلث ٰ علادہ یں | نکه 


بین دوذاویۀ متساوی نظیرهم هستند » روبروی ذاویه‌های متساوی نظیرهم نیز 
قرار دارند . 


| 
نظیر بنظیر باهم متناسب باشند . 
| 


(AF 

نتیچه۔ دوشکل مشابه با يك شکل » با بکدیگر مشابهند . 
حالات تشابه دو مثلٹث - حمانطور که برای تساوی دو مثلٹ 
کافی است که فقط سه جزء از شش جزء | نپا (که لااقل یکی از آنا 
ضلع باشد) مساوی شوند » برای تشا به دومثلث نز تحقق برخی‌ازشرا بط 

لازم برای متشا به بودن › کفایت می کند . 
دومئلك درسه‌حالت متشا بپند : الف وقتی که دو زاو ةه یکی ا 
دو زاوبه دیکری برابر باشند . ب وقتی که بك زاوبه یکی ا ىك 
زاوی دىگرى راب داضلاعآن ذادیدم متناسب باشند. ج - وقتی که سه 
شلع یکی باسه ضام , 


۴ حالت اول ۔ قضیه - هرکاه ډو زاویه از مثلئی با دو زاو یه 
از مثلٹ دیگر برایر باشند » دو مثلث متشابهند . 


)٠۱۹ (شکل‎ B'=B s A'—A: رض‎ 


A'B' B'C' _C'A' 2 
AB BC CA 2 0 =0: كم‎ 


بگری متناسب باشند . 


برهان - مساوی بودن CC!‏ بد پىی ست : زرا که درهرمثلتك 
مجحمو ج زاو ھا دوقاکمه است ووقتی که دو زأو نه ازمٹلنی با دو زاو به از 
ملت دیگر رار شد ئد ٤‏ زاو نه‌های سومشان هم متساوی می شو ذد . برای 


A 


(AY 
حدا‎ A'B' طول ۸0 را مساویى‎ AB ائات تناسب أضلاع › در روی‎ 


می کنیم و 0€ را موازی با 8€ می‌کشیم تا ۸€ را در ۴8 قطع کند . دو 
مثلك D۴٤‏ ۸ و '€'۸'8 بەحالت زز مساو ند و '€'۸= ۸A۴‏ . 
AD_AE_DE e‏ 
ی م ا AB AC BC‏ 
جون نه حای صورتپای سه کسر مساو پا شان › بعنی اضلاع مثلٹ 
A'B'C'‏ رأ قرار دهم : 
A'B'_A'C' BC!‏ 
AB AC BC‏ 
۴ حالت دوم قضیه - هرکاء يك زادیا مثلٹی با يك زاویه 
از مثلٹ دیگر مساوی باشد و اضلاع ان دو زاو يه متناسب اشند › دو مثلٹث 


CA' CB 4 4. 
(٥ (شکل‎ CA ` CB ور ض : ') =0 و‎ 


A'B' _BC ^۸ 
AB ` BC s A= A'» B= B': حکم‎ 
C C برهان د برردی‎ 
طو لای‎ CB; CA 
, ورا بترتیب‎ 6۴ 
۳ QO A B C'B' ı C'A' lun 
ا‎ A'B'C'  CPQ 
به حالت ض زض متساویند و ۸= و '8 =6 . اما از تناس‎ 
'H' f î “ CP C 
و '8' مساوبپابشان‎ C'۸ ' س (فرض قضیه که درآن به‌جای‎ 


_—\AA— 
- را می‎ B's A' و0 مساو پا شان‎ P بە‌جاى‎ > §=B;P=A 
گذاریم : ۸ = ھ۸ و 8= '8 ؛ پس دومثلٹ › بنا بەحالت اول › متشا‎ 
: هستند و در نتىجه‎ 
A'B' BC 
AB BC 


۵ ۔ حالت سوم ۔ قضیه ۔ هر گاه سه ضلع مثلٹی با سه ضلع مثلٹ 
دیگر متناسب باشند » ډو مثلٹ متشابهند . 


A'B'_B'C'_A'C ٠ 
)۲١ (شکل‎ AFB BC AC iy 


ش ۲۹ 
برهان - طولہای 6۲ و 0Q‏ را بترتیب مساوی ' ٤'A‏ و '8'° 
حدا کرده و خط PQ‏ را ھی کشم . چون در مثلث CAB „ ٥°@‏ ا 
ده حا لت دوم { متشا دید : 


0 CP_CQ_ PQ 
CA CB AB 
با 0۴ › فرض قضه‎ 6'A ' وعمچنین‎ C€@ وبا توجه په تساوی '0'8 با‎ 
: چين می‌شود‎ 
A'B' CQO CP 
() AB BC AC 


PQ A'B' 


ار مقا سه تناسپای (١(‏ 9<( ڏسجه می گیر بم که AB AB‏ ٤ں‏ 


-1۸4\- 
P0 =A‏ و دو مثلك 18€ ۸ و 0۲0 بہ حالت ضضض متساوی 
می شو ند ۔ اما ديدم که CPQ‏ مشا به ا ABC‏ ست 1 دس A BC‏ د 
A BC‏ نز متشا دید . 


۶ ۔ قضیه - در مثلٹ قائمالراو به اد تفاع وارد درو تر مثلث دا ډه 
دو مثلث تجز یه می کند که هر يك بامثاٹث اصلی › وهطردو بایکدیگرء مشابهند . 


بر هان ۔ در ملت فام الز اوه A‏ 


8€ (شکل ۲۲) قائمه در راس ۸ › 
ارتغاع ۸ دومثلٹ فام الز اوه ۸8 N‏ 
و €D‏ بوجوداوردە است . C‏ 0 8 
الف - ABD~ABC‏ زرا کa‏ ش ۲۲ 
زاو یه 8 درهردو مشترك است وهر کدام بك زاو به قائمه دارند . 
ب - A€CD~A BC‏ بە دلىل آنکه زاو € در هر دو مشتراك 
است وهر کدام بك زاویة قائمه دارند . 


ج - BD~ ACD‏ ۸ است زیرا که هردو با ۸8€ مشابیند . 


۷ - قضیه - در دو مثلك متشابه » همه اجزای فرعی متناظر 
(1 د تفاعهاء ما نها نىماز داء شعاع‌های دوایر محیطی و محاطی...) لر لسبست 


اضلاع متناظر ند . 
برهان - اگر A A‏ 
هر كاز خطوط فرعی 
متناظر دو مثاث را N.‏ 
رسم کنیم » هپای ٣‏ 
متشا به بوجود هی - M C‏ 8 


آبند . مثلا اگر ش ۳ 


4 
مبانه‌های ۸M‏ و M1‏ ۸ را رسم کنیم (شکل ۳) » دو مثلك ۸€ و 
M٦‏ € 4 بەحالت دوم متشابہند . 
(EM _A4C e‏ 
CM AC 26 =C‏ 
AM _AC‏ 
AM AC‏ 
اگر دو نیمساز ۸0 و '۸'0 را رسم کئیم » دو مثلٹ ۸80 و 
۸ '' 8 ( شکل۴؟) به 
حالت اول متشابه می‌شو ند 
(a=a s B'=B) A‏ 


و در تسجه ؛ 


م ر همچشن ست اگر دوار تفاع 
رارسم كنم . 
پس به هر حال » منشپای 
C‏ 5 8 لاقل بك ضلعشان بامثلشہای 
٣۴‏ اصلى مشترك است . 
بنا براین اجزا یشان بر نست اضلاعآن دو مثلث می باشند . 


۴۸ - قضیه ۔ در دو مثاث متشابه » مساحتها بر نسبت مر بعات هر دو 


ضلع متناظر ند . 
فرض : ۸8€ € 8B‏ ۸ (شکل ۵)) 
S_BCT‏ 
حکم 1 )6 $7 


) 5 مساحت € A B8‏ 9 5 مساحت ABC‏ است) 


۱۹ 


H٥ 
٣۵ شش‎ 
برهان - ارتغاعیای ۸۴1 و '۴1' رارسم می کنیم و درنظر می‎ 
: گیر که‎ 
0) A'H' B'C' 
AH BC 
(+) S5 = B'C'.A'H' : حال مأ ئ‎ 
(۳) S=-BC.AH و‎ 
: و وس ازا نکه رابطة (۲) را بر رایطه (۳) عضو بعضو تقسیم كنم‎ 
5 S' B'C' JA'H' 
S BC ` AH 


A'H' 
AH 


و چون در رابطه (۴) با توجه به رابطه (۱) به جای 
B' 1‏ 
مساو ش “BC‏ را قرار دهیم : 
S' B'C' JBC  B'C"‏ 
S BC “BC BC‏ 
٩‏ قضیه ‏ دو چندضلعی متشابه را همیشه می‌توان به يك عده 
مثلڅهای متشا به که به وضعی مشابه پهلوی یکدیگر قرار ګرفته باشند » تجزیه 
کرد . 


A'B'C'D'E'  ABCDE alin yلضدiچ برهان - دو‎ 


(شکل ۲۶ ) مفروضند . از ۸ و ۸ روس دو زاوی متناظر » اقطار را 
رسم می کنیم . 


دومثلث 8€ ۸ د € 8 ۸ (بەحالت دوم) متشا بہند. پس کب 


ش ۶ 
أاسٿ » و در نجه 8 =8 می‌شود و دو مئك (۸€1 و5 €0 ۸ تز 
( به حالت دوم) متشابه هی‌شوند . به همین رتيب می‌توان ثابت کرو که 
مثلشېای حادث دردو چندضلعی دو بدو متشا بېند و پپلوی مثشای متشا به 
دىگى» داو ضعی مشا به ٤‏ قرا ر گرفته| ند . 
٥‏ قضیه ۔ در دو چندضاعی متشابه » مساحتها در لست مر بعات هر 
دو ضلع متناظر ند . 
برهان - دو چندضلعی منثا به ABCD Ê » ABC DF‏ 
ومسا حت هثاشا را Ss,‏ 4 5 و... و S١‏ ( ,َ9 9 می نامیم . 
SS pS LS...‏ 
S=S +SS}...‏ 


۹۳ 


اگ تسەت تشا به دو نکل را k‏ ناهم ( س E‏ اشد »جسن 


خواهیم واشت 


tek, SH 
2 TK و‎ S٠ س‎ 
a_S SHS. 5ے‎ 
o $ S$ SFIS, FSF S 
S'_ A'B" ٠ 
S5 AB' : واز انا‎ 


١‏ نسبت دو راره‌خط ؛ نسبت أند‌ازه‌های آ نهاست وقتی که هر دو را پا 

رك واحد اندازه کرفته اشيم . 
اگرچھهارپارەخط ۸8 د € د EF‏ د GH‏ بقسمیمفروض باشند 

که دو نسیت و د متساوی باشند ؛ تساوی وج دایك تناس و 
چهار قطىه خط 8 ۸ د C5‏ د EF‏ د GH‏ دا متناسب وھ ھر یك اذ ]نها را 
جهارم جرع تناست ین سه وحأعه دیگر می نامند . در هر تناسب > دو جرع اول 
و جهارم را طرفین و دوحره دوم وسوم را دسطین تناسب می‌خوانند . 

۴ هر گاهچند متواذی دوخط را قطم کنتد و بر روی‌یکی‌قطعات متساوی 
| کنند دررژی دىگری هم قطعاتٹ متساوی جدا می کنند ٠‏ 

۴ قضیۂ تالس هر گاه چند حط متوازی دو خط را قطع کنند › بر روی 
آ نها قطعات متناست بو حو د می ور ند . 

۵ حطی که به مو اذات :ك ضلع مثاث رسم شود » دو ضلع دیگررا A‏ 
يك نسبت تدسيم می کند وبعکس 

۶ هر خط به مواذات يك ضاع مئلٹ رسم شود › با دوضلع دیگرمٹلٹی 
ایجاد می کند که اضلاعش بااضلاع مثلث اول متناسبند . 

۷ هر گاه دو نقطة ۸ و 8 معلوم باشند » بر روی خط نامحدود A8‏ 


فقط دو نتطه می توان یافت که نسبت فواصلشان اذ ۸ د 8 مداوی ست باشد 


۸ <حطوط متقّارب؛ در رو ی دو حل متو ازی فطعا ت متناسب حدا می کنند. 


A۴ 


۹ هر گا بردوی یکی ازدو خط متوازی . نتاط ۸ د 8 و € و... و 

بر دوی خط دیگر قاط ۸ د 8 د 0 د ... می قرار داشته باشنه کہ 
AB BC‏ ا 
TB BCT‏ باشند» خطوط ۸۸ د B8‏ 9 00 د...متقاریند. 

٥‏ - نيمساذ هر ذاوية مثلك » ضلع مقابل را ر نسبت دو ضلع دیگر 

۹۔ هر گا بردوی ضلع 8€ از مٹلٹ ۸8€ نتاط 0 د ([ قسی 
باشند‌که نسبت فواصلشان اذ 8 و © برابر نسبت اضلام ۸8 و AC‏ بأاشد » 
خطوط ۸ د '۸ نتیمساذهای ذاویة ۸ ازمثلٹ می‌باشند . 

1 دو ملت یا بطو د کلی دو چتدضلعی دا متشا به کو ند هر گاه زادیه‌های 
آ نها نتطیر بلظیر باهم مساوی داضلاع آ نها نظیر بنظیرمنناسب باشند . 

۴ هر گاہ دوزاویه ازمٹلئی با دوذاویه اذمئلٹی دیگر برای باشند . 
دومثلث متشا ڊهند 

۴ - هر گاه يك ذادبه اذ مثلئی با یك ذاویه از مٹلٹی دیگر مساوی و 
اضلاع آن دوزاویه متناسب باشند » دومثلٹ متشا بهند . 

۵ هر گاه سه ضلع ماش باسه ضلع مثلٹ دیگر متئاسب باشند» دومثلت 
متشا بهند : 

۶- دردو مثلث متشا به؛ همة اجزای فرعی متناظر(ارتناعها) میا ثه‌هاء 
نیمسازهای ذوایای نظیر » شاعهای دوایر محیطی د محاطی و ...) بر نسبت 
اضلاع متناظر ند . 

۷- دردومثلٹ متشا به( یا دو چندضلعی‌متشا به) مسا حتها بر نسبت مر بعات 
هر دوضلم متنا ظر ند 

۸- اقطارمتناظر دو چندضلمهی‌متشا به ٠‏ بااضلاع نظیر» مثلٹهای متناظر 
مشا ده تشکیل می‌دهند . 


نمرین 


-١‏ بر خط راستی سه نقطه ۸ ؛ 1 د 8 داده شده است. نقطةُ M7‏ را 


دست | وريد بقسمی که نسبت فواصش اذ ۸ د 8 مساوی 0 باشد . 


FT refer NERS 
ii 


5 


ت 
<R:‏ 


| 


کہ تال 8 د 1 بر روی سملیدادہ شدداست . قط ۸ راجنان تعیین 
ی 2 مط دمر وین إا وا ره خم (آ دا بدضیت ا تسم ند . 
ا ا ۰ . 1 


HE A? ٍِ 1‏ که سې کی ے۵ 4 A‏ 3 3 9 4 کیاد فاا دت ددست 
ست + وا ل 


م 5 : : _ . . aT‏ 
د جا کا il 8 Es‏ در أذ ا , وا فصو فقوف r‏ ( نها دا در 
چ e‏ ا 1 Hi‏ ھا ت ا 8 r‏ ا e r‏ ۳ 


1 


4 ا 5 ولم 2 ٣‏ ا ٤‏ ھاو لیا اس کان شر ی و VM‏ أ rl lar‏ دعسمی 5 


A A 

EHS 

e ol 
3g i اا 9 گے‎ TF 
y4 


ی ]لے د BN‏ دا دردد 
AM‏ 
BN‏ 


tu al A TF . ٠O س ا‎ 
IEE مہا‎ 4 ۳ air وہ‎ ( el GP: أذ‎ n 8 


LN‏ ر ا “ی دشیم : ا و کشک 4Y AS‏ يارت 2 AB‏ را دا سم 


درم دود نقه » محل لای دوق د نط تلاقی دوساق و اواط دو 


4 4 ري * 4 

r‏ ِء دا i)‏ مف ب 
E} ", 1d ۰‏ 7 |“ | ب | u‏ ۴ ف 
ا کو ددر SAN‏ وام دو سا لے صا لے لے n Ê‏ ور فر لاني عکس 


این ااام است . 


سے 


۸ در دھ تدای متعا به ده رده صلم متناظر شان متوازی اشن › 


4 1 ا ا‎ 4 ¢ r 
* u ا ب‎ A و‎ TEH tL دوا سل آ ج _ ر ا ا‎ 


م 1 ا ا © ر ا | ۾ ا i‏ ى 
4 و7 kra‏ | ر ااه ال یب ا 4 - = لر ر وک و لاما قلف 
1 7 ل 2¥ و ل 5 ھ 
إ1 7 
و و ا l,‏ لیب ی ا أ ل م ا 
am 1 -.‏ 
A» 2 4 ٍ . | 4‏ 5 5 هه ص 
u h1 0‏ ا ر 1 ry f f‏ 3 5 هاو لے مط , بار ضط کیا ایلےے) | .يف دفسدی 
٣‏ ا = 
سے A‏ 
که س د راش 
E‏ 
ذن 
ح ٍ 1 £ a“ « ۰. 6 = al‏ 
ا میاو ا اف 3 کہ د او یهاش : رشان متساوی یا شن ُ 
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ا 4 r e‏ 8 سیت 
a . 1 » 3 .‏ . . | 
( ۹ 9 کا ن ما 3 أ اا کس THE i‏ ا چ 2 و ۳ ل۵ | نا وی 
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fi‏ ا q1‏ س .کے 
e | ١ . “els 1 i ۵ “a ®‏ ا 1 
1 , ماي لاع yi r P6‏ ہر م ا کی فما ر ار و وھ . خلی * 8 ّ 


ا ت أ U‏ 
: #ړ سے ا کر ےا 4 ا ا r‏ را ا و 
* س 


اھ ا î ٣‏ ا ا : یری ا ار ی 5 | را At,‏ دست | 3ر بد - 


۶ 

۴ اذمٹلئی رأس A‏ د ×۸ امتدادشلم ۸8 د M‏ و نتقاط تلاقی 
نیمسازهای راس € با A8‏ دردست است . راس B‏ دا بدست آوریں .یارس 
€ را هم می توان بدست آورد : چه شرایطی برای این‌کار لازم است ٩‏ 

۵- در حندضلعیهایمتشا به نہمساز‌های ذاویه‌های داخلی که به اضلاع 
محدود شو ند ؛ بر سیت أضالاعنك . 

۶ در دوز نقۂ ([ ۸80 نقطۂ 8 را برساق ۸ چئان اختیادمی ۔ 

EA m 
خطی‌موازی با قا عدهها می کشیم تاساقف دیگر‎ E شود . ار‎ ST n کنیم‎ 
A .CD 
.pF_LABTm.CD 

m+n 

~١ ¥‏ مماس مشةر ك (داخلی ا خاد جی) دډ دأیره حط الم کز ین را 
ده سەت دوشعاع دهسيم می کند . 


دا در" قطع کند. ثا بت کنید که 


N\A‏ - هر گاه 5 مر کژهای دو دایره دو شاع متوازی ) در یك حهت 
یا در دو جهت مخالف ) رسم کنیم » خطی که | نتهای این دو شعاع را به هم 
دصل کند برمحل تقاطع خطالمرکزین با مماس مهترك ( خارجی با داخل) 
می گذرد » 

۱۹ دایرءة محیطی مئلٹ )8€ ۸را دسم کنید . دایر؛ دیگری که در ۸ 
بر آٺٰ دایره مماس شود › دو ضلع دیگر یا امتدادشان را در 87 و 0 قطع 
B€‏ ۸ مئلٹ س € ۸B‏ مثلٹ 

. ارتفاعهای مثلٹ بر نسبت عکس اضلاع متناظر ند‎ ۲ ٥ 

۹۔ ھر گاہ دو دایره مماس داخلی باشند ١‏ دایرة کوجکتر وترهای 
دایرة بزد گثردا که بر قط تماس بگذدند › بهیك نسبت قطع می کند . 

B-۲‏ د کط د h‏ دو قأعدo‏ وارتفاع دوز نمهای داده شدها نن ؛ ارتفاع 
مثلنها یی را که أذ تلاقی دوساق دوز نمه دقاعده‌های ù1‏ بو جود می آیند » دلست 
آدديك . 


۴۳- دأيرة © وخط ل مفروضند . در نقطة مفروض ¥ خطی یگدرا نید 


که © و دا قطع کند د دد 8 به نیت "7 تقسیم شود . مثال عردی : 
4 


۹¥ 


N1 ۱‏ ۲ 
سل ف4 س 
n ۲‏ ۳ 


€ س سه نقطةُ N › [M1‏ و ۲ داده شدهاند . بر 1 خطی بگذرا نہد 4 
_ ۲ 
نسبت فاصله‌های N‏ د P٣‏ از آن مساوی ط شود مثالعددی :۳ => = ا 


۵- سه قط ۸ : 8 د () داده شدهانں ؛ حطى ما نند û‏ رسم کید که 


AA mM ا‎ ٩ r ر‎ 7 

BB n ر ان فردد اورم‎ lJ CC BB sAA گر عمودهای‎ 
سو د‎ BB _n, 
EC Fr 


۶ از شل M‏ واقع در درون زاوبه‌ای خطی بگذ را نید که دو ضلع 
a‏ 
زاو دد را فطع کند ودر ۷| ده سیت FB‏ تعسيم شود . 

۷ - سه خط متقادب ل ؛ ېل د ل مفروضند . از نقطة مفروصض ۷¥ 
خطی مروردهیدکه اگر ,ل » پd‏ د دا بثر تیب دد ۸ ۰ 8 د € قطم‌کند 
ے8 ر 

“CB n 

۸ جهار خط de 3 d, ٤ d, 1 d,‏ دأده شد ه! ند . حخطی موازی باك 


I 
. دسم کنیدکه سە‌خط دیگردا فطع گند وبه سیت > تقسیم شود‎ 


۔ مثلٹ )8 ۸ وخط ×۸ در خارج مثلٹ دادہ شدہ است . خطی 
چنان رسم‌کنیدکه × ۸ داضلاع مثلث (یا امتداد؟نها) را در نتقاط 8 » N‏ ؛ 
۶ د 0 قلع كند د NN = NP = PQ‏ ثود. 

۷1 سه خط ,ل › پل د ل داده شده‌اند . بر , نقطه‌ای ما نند‎ ٥ 
. تعیین کنید که نسبت فواصش اذ ل د ل مساوی م باشد‎ 

. نظیر مسل بالا وقتی که به جای ,ل دایر: 0 داده شده پاش‎ ١ 

۲ اذ مئلی سه ارتناع ,ط ود رط وط داده شده‌اند . مثلٹ را 
بسازذید . 
ha‏ 


bo 
د‎ h. a داهنمایی ی استفاده از‎ 


ت 


منلث مطلوب می‌سازید د بعد منلثاصلی‌دا بدست می آودید . 

۴ نقطۀ تازقی دو خط در خار جح ادود شکل است ؛ و نة مروف 
1 حخطی یکذ را نید که بر محل تلاقی آ نها بگذرد . 

۴ نقطه تلاقی دو خط در ځار 2 وشل است ؛ شطي مو او ا 
یل معینی رسم کید 0 در محل تلاقى] غا کد رد : 

ر اهنمایی ہ اذيك نقطة داقع بر یکی‌آزدوخط مفروش › می مواز 8 


z 


+ ك3‎ 3 9 EE ت ا ا‎ 5Y أ‎ » 5 b 
با حط معین دسم کلید ؛ متراز یا افلاع دلو اهی سازید ده فیس پراین خط‎ 


واقع شود واضلاعش مو اذى ادو خط مفروض اشد ؛ قطر دوگ ؛ دو سما نا قمطم 
مي كمف اران مراک حل IE‏ اا ووا ب 


چ 8ے 


فصل پانردهم 
روط طولی 


١‏ تصوبر- تصوبر هرنقطه بر يك خط › بای عمودی است که از آن 
نقطه بر ن خط فر ود ید . 


در شکل ۱ » '۸ 
تصویر ۸ بر خط 
اس . کور 
هر نقطه مانند ۴ که 
روی خط واقع‌باشد» 


در شوو ان زقمله 
منطمق أست . 


تصو در هر دارهخط ر ا خم تامحدود ٤‏ دارەخطی ا 5 دو 


س 


وک تصو در های دو اسر بارهخط مذ کور اشد . 
M'N' Es‏ تصg‏ ر EF's MN‏ صو در BF‏ در خط Xx‏ 


۴ روابط طولی ‏ تا کنون رابطه های متعدد بین اجزای 
ای ایو کےا موک ا دم آ اوی ا ویوا ھ سک ا 
طول ارائ شکل هار . مثا بسن متقارب بودن سه مبانه » با ۰ 
نیمساز باسه ارتفا ع مثلٹ وطولپای ابن خطوط » ارتباطی نیست؛ انگو نه 
روا بط را روا بط غیر طولی می‌گویند . بعضی روا بط که نکی با طول 
اجزای شکل دارند » روابط طولی با دوابط متری ناھىدە مىشوند . 


رو اط طو لی در دایره 


۴ قضیه - هر اه دو وتر يکد یگر را در داخل دایره فطع کنند › 
حاصل ضرب دو قطعه بکی مساوی است با حاصل۔ 
صرب دو قطعه دیگری . 

فرض : 8€ ر٤٥‏ در ۸ متقاطعند (شکل 
¥( 

ABxXAC= AD xX AE : n> 

برهان ‏ از € به 0 و از 8 به ۴۳ وصل 


ش۲ هی کیم : 


.(A=A ;C=ÊaS ly j) A ACD~A ABE 


AB_ AD ) 
AE AC ل‎ 
ABXAC=ADxXAE : على‎ 


۴ ۔ تعریف ۔۔ هرگاه از نقطة خارج دابره‌ای خطی رسم کنیم 
تا دایره را در دو نقطه قطع کند > جزء محدود سن أن نقطه و هرك از 
نقاط تقاطع را يك قطعة أن خط قاطع مى نامند . در شكل ۳»> 04 و 
0B‏ دوقطعه قاطع 0A‏ :و ' 0A‏ و 0B'‏ دو فطع قاطم ' ۸ هھستند ۔ 

۵ قضیه ۔ صر اہ از نقطه () واقع در خارج دایره‌ای دو خط رسم 
کنیم تا دایره را قطع کنند» حاصل‌ضرب دو قطعة يك قاطع مساوی است با 
حاصل‌ضرب دو قطعة قاطع دیگر . 

برهان - برای اثات '1.08 0۸4 =0۸.08 (شکل۳): از A‏ 
و4 بترتیب به '8 و8 وصل می کن ؛ '08۸ 40۸8'4 


(زیرا که 0 در هردو هشترك و B= B'‏ است) . 


OE OA iv 


OB OA 


OA.OB=OA'.OB' :l 
› © هر گاہ بکی از قاطعپا بر‎ 
)۴ رکز دایره » بگذرد (شکل‎ 
وفاصله 0 از مرکز دایره را ل‎ 

وشعاع ابره را ۴8 پنامیم : 

OM.OM'=O0A.O0B= 

(d—R)(d#FR)—=d"— R' 


سابراس : 


ش۴ 


هر کاه قاطعهای دایره یکدیگر را در نقطه‌ای مانند 0 واقع درخارج 
دالره و به فاصلة ل از مركز دايره قط عكنند » حاصل صرب دوقطعها هر قاطع 
مقداری است تات و مساوی "۴ "ل است . 


۶ نتیجه ۔ مربع مماسی که از نقطه 0 بر دایرہ رسم شود مساوی 
است با R'1‏ "4 . 


در حقیقت هماس بر دایره » مثلا 0٣‏ ( شکل ۴ ) » حد قاطع 
MM‏ است وفتی که در نجه دوران قاطع در حول نقطه 0 > تقاط 
تقاطم 1[ و '11 آ نقدر به هم نزدیك شده تا بر یکدیگر منطبق شده 
باشند » پس : 

OT'= OM.OM'=d1'—R' 

(اثبات مستقیم نتیجه › از روی مثلث قائم الزاویة 01€ بر عد 
دانش | موزان است) . 

۷ عکس قضیۀ ۳ و ۵ - حر ګاه دو خط داست ل و ۵ یکدیگر را 


Yo 


در نقطه‌ای مانند 0 قطع کنند و دو نقطۀ ۸ و 8 راروی یکی و دو نقطه ) 
و [ راروی دیگری باشر !بط یکسا نی طو د یاختیا ر کنیمگه 00.0 = 0۸۰08 
باشد » چهار نقطة ۸ و 8 و ]€ د ([ رزوی محرط بك دایره قرار دار ند 


(شکل ۵) . 


شض هھ 

برهان - بر سه نقملة 4 و 8 و € بك دایره می‌گذرانم . 

اگر این دایره از 0 گذشت حکم “ابت است و گرنه 4 را در 
نقطه دیگری مانند '0 قطع می کند ونظر به قضابای شمار۳ و۵ دار : 

OA.OB=OC.OD' 

بس با توجه به فرض 00 ='00 و از | نجا با شراط بکسانی 
که ور انتخاب نتقاط روی ‏ و 4 منظور شده ست اسا ئی می توان نجه 
گرفت که '0 بر D‏ منطبق است بعنی دابرۂ ۸8€ از © نیز می‌گذرد . 


۸ قضه - هر گاه دو خط راست ل و 4 یکدیگر را در نقطه‌ای 


مانند 0 قطع کنند و روی یکی نقطه ۸ و روی دیگری دو نقطه 8 و ] را 


o 


در بك طرف 0 طوری اختیار کنیع که 08.0٤€‏ = "0۸4 باشد » دایره‌ای که 
در سه قط ۸ و 8 د € می گذرد› در ۸ بر خط 0۸ مماس است . 


برهان ‏ زیرا اگردا یر ۸8€ درھ بر 04 مماس‌نباشد ١آ‏ نرا 
درنقطة دیگری مانند ۸ قطمع می کند ودارم : 08.0€ = 0۸.0۸ 
(توجه‌کنید چون 0 خارج دایره است » ۸ و ۸ در بك طرف 0 قرار 
می گر ند .) حال با ملاحظه فرض قضیه نتیجه می‌شود : 
OA=OA lL 0A4'=OA.0A‏ 
بعنی ۸ بر ۸ منطبق است . (شکل را رسم کنید) 


روط طولی در ماف 


. بین اجزای مثلث رابطه‌های طولی بسیار می‌توان یافت‎ ٩ 
ھپ متر ىن آنا : بنج را بطه است ؛ سه رابطه در مثلك فام الزاويه و دو‎ 
رابطه در مثلشپای دیگر . روابط دیگر را با استفاده از این پنج را بطه‎ 
. اصلی بدست خواهیم ورد‎ 

-٥‏ دابطة اول - قضیه ۔ در مثات قائم الزاویه ارتفاع وارد بر 
وتر واسطه هندسی است بین دو قطعه‌ای که ار تفاع از وتر جدا می‌کند . 

برهان - چون ۸0 ارتفاع 
وارد برو تردا در مثلث قائما لزاو ية 
8€ (شکل ۶) رسم کنیم › 
ABD~A ACD‏ 4 ؛ پس : 


شٍ 


) ۸ 8(0 (اذ مثلٹ‎ 4D _ )۸4 80 (اذ مثلٹ‎ B5 
)۸A[(€C (اذ مثلٹ‎ D٥ )۸ 5€ (اذ مثلك‎ 0 
AD'= BD.DC بابر أن ؛‎ 


o 
دابطة دوم ۔ قضيه - در مثلث قائم الزاويه هر ضلع واسطة‎ - ۹ 
. ھهندسی است لین وتر و تصوير همان ضلع در ور‎ 
. (ژکل ء)‎ a ABD ~4 ABC -_ برھان - الف‎ 
) A BC (اذ مثلك 4[3€) ۸8 (اذ مثلتٹ‎ 8€ 
)۸A 8} (اذ مثلك ([۸48) 0(8 (اذ مثلكٹ‎ AB ںآ‎ 
(۱) A B'— BC.BD : نایر این‎ 
Aa ACD~A ABC -. J 
)۸A €5 (اذ مثلٹ‎ ۸٥0 )۸€[( (اذ منك‎ € 
)A۸ 8€ (اذ مثلٹث‎ 8B) )۸ 8€ ل € (اذ مثلٹث‎ 
(۲) AC'= BC.DC : نابر این‎ 
دابطة سوم ( رابطة فيثاغورث ) _ قضيه - در هر مثلك‎ ۳ 
. قا ئم ال زاو یه مجذور وتر مساوی است با مجموع مجذورهای دوضلع‎ 


هرگاه روابط ۱ و ۲ فة مشن را بمو سم : 


(0) AB'=BC.BD 
(( AC'= BC .CD 
: و باهم جەع کنيم‎ 


AB' +AC'—= BC.BD+BC.CD 
= BC (BD+DC)= BC. BCE= BC" 

(۳) BC'—= AB'FAC' : على‎ 

اکر در را صله ۳ یکی از دو حمله AC" Lb AB'‏ را بەطرف اول 
بمر بم » به أبن نجه می‌رسیم که : 

در مثلث قائم‌الزاویه مجذور هر ضلع ساوی است با مجذور وتر 
منهای مجذود ضلع دیگر . 

۴ ۔ عكس قضية فیثاغورث ۔ هر اه در مثلثى مربع يك ضلع: 


-0۵- 
درابر با مجموع مربعات دو ضلع دیگر باشد »› ۲ن مثلث قائم الزاو به است . 
برهان _ ا گر اضلاع مثلٹ ۸8€ را ۾ و ظط و C‏ نامہده فرص 


کنيم ٦م‏ 4ط a=‏ یا شک ( می خواهیم 8 د کنیم زاو نه A‏ فا تمه ا ست ۰ 


مثلٹ ¥۶[ ( شکل ۷ ) را طوری می‌سازبم که زاویه × قامه 
وده = NM‏ و =۴ N‏ باشد ؛ در این صورت بنا به قضبۂ فیثاغورٹ 
دارم : "+=" MP‏ ؛ س با توجه به فرض › =a‏ 1۲ است و 
لذا دو مثلٹ ۸8€ و [N۶‏ برابرند ( حالت سوم ساوی مشا ) ؛ 
بنایراین » داو به ۸ فائمه می باشد . 

۴ - رسمه واسطة b‏ 
هندسی اندازه های 
دو ظول ۾ د ظط ء a‏ 

الف - هر گاه برروی 


خطی‌طو لای AB—=a‏ 
و AC=b‏ ) شکل۸ ( 
رأ در ىك طرف ۸ حدا 


کنيم و داره دلخواهی س ۸ 


(oF 
: بر 8 و € بگذرانیم و از 4 مماس 1 را ہر دایرہ رسم کیم‎ 
AT'=AC.AB=a.b 
. س ۸۲ واسطهۀ هندسی مطلوب است‎ 

b‏ ب ۸8 را ساوی ۾ 
a aS‏ ( طول بزرگتر ) رسم می کیم و 
D‏ بەقطر ۸48 نیمدا بره‌ای ىز نىم ؛ 
4⁄ € را مساوی ط روی ۸8 جدا 
می‌کنیم ( شکل ٩‏ ) » بطوری که 


نقطه © بین ۸ و 8 باشد؛ عمووی 


n, 
- ا‎ 
ت بے س‎ = 


نیمدابره را در (1 قطع می کند و ۸0 قطعة مطلوب است ؛ زیرا که : 
AD'=AB.AC=a.b‏ 
رسم واسطه هندذسی از راهپای دیگر هم ممکر است . 
5 - مسئله - مجموع ( یا تفاضل ) دو بارهخط و حاصل ضر بشان 
در دست است » ان دو طول را ډه 
طردق دسم بيا بيد . 


داده شدد/ لد , 


حل - دو خط بر هم عمود 
هی کنیم و بریکی ۸8 را مساوی 
مجموع دو قطعة مطلوب و بر 
u5گ“ AP=P , AU=\‏ 
(حاصل صرب دو قطعه) را در دو 
طرف نقطة ۸ جدامی کنیم (شکل 


E" apf ca o er 
ar 7 ial lo 


oY 
؛ عمود منصفپای 48 و ل۲ بکدیگر را در 0 قطع می کننں ؛‎ )٥ 
٥۲ دایره‌ای به مر کز 0 و شعاع 04 رسم می‌کنیی» آنگاہ از ۴ خط‎ 
را موازی با 48 می کشم تا دایرہ را در ۴ قطع کند وعمود ۲€ را‎ 
دو‎ M18 و‎ M14 ر ۸8 فرود ھی | ورم تا آن را در ۷ تلاقی کند ؛‎ 
: قطعه خط مطاوب هستند » زیرا که‎ 


MA xXMB—=MP xMU =APx<xAU=p,MA+MB—= AB 


ب = تفاصضل و حاصل‌ضرب داډه شده‌اند . 


باز دوخط برهم عمود می کیم 
و بر یکی [۸M‏ را مساوی تفاضل 
و بردیگری MN‏ و M۲۴‏ را 
بتر تیب مساوی ١‏ و ص در دو طرف 
نقطه M1‏ حدأ می کشم( شکل۱۱)؛ 
عمود منصفپای PU , MM‏ 
تکدیگر را در 0 تلاقیمی کنشں؛ 
دایره‌ای که بە‌مرکز 0 وشعاع شس ۱١‏ 
0P‏ رسم شود › 1¥ را در ۸ و 8 قطع مىکند و M8 „ M14‏ 
حوابپای مسئله هستند . 


MA.MB=p , MB-MA—=MM 
. اثبات صحت ترسیم در هردو حال بر عہدةٌ دانشآموزان است‎ 
دقت کنید - !گر حاصل ضرب ص را توان به صورت 01۰1 در‎ 
اورو » به جای اینکه در روی شکل » ۱ و ص را جدا کنیم » می‌توان‎ 
. دو طول برابر ۳ و ” جدا کرد‎ 


STON‏ هندسة چهارم ریا صی 


۶- مستله (زحالت خاص) - 8 مجموع (یا إ تفاضل) دو بارهخط 
و " واسطة هندسی ۲ نها در دست است ؛ آن دو را با ترسیم ددست ٣ور‏ ید . 


حل ۔ الف ۔ہ مجموع دادہ شدہ است - ۸8 رامساوی 8 مجموع 
دو پارهخط » رسم می کنیم و بەقطر ۸8 دایره‌ای می‌زنیم (شکل )۱٩‏ ! 
از یك نقطه خط ۸8 عمودی مساوی اط » واسطة س ٩‏ و 


E 

اخراج ردت ارا ای عمود خطی موازی ا AB‏ می کشیم تا داریره 

در ۷1 فطع کنں ؛ ار M‏ عمودی بر ۸8 فرود می وریم تا آن را در 
Talhah NB NAS EN‏ 


NA.NB=NM'= m" 


- ب تفاضل داده شدهہ است‎ K 

Ss EEA 

خط » می کشیم ( شکل ۱۳ ) و از 

› ™" را مساوى‎ A۸ عمود‎ A × M 

ن واسطه هندسی » بر 4۸8 اخراج 

می كنم و به مر كز 0 : وط A8‏ › و شعاع 0 ئیمدا یرای یز نم 

تا أمتداد ۸8 را در M1‏ و 1 قطع کند ؛ پاره‌خطہای AM AM‏ 
جوا بپای مسئله هستند ؛ زرا که با سانی فپمىده می‌شود که : 


AEE oh 


ت9 ت 


AM= BM: 
ا‎ 
AM xAM=AK'=m' 1 


۷- دابطة جہارم - قضیه - در هر مثلكٹ » مجذور ضلع مقا بل 
به زاو ب حاده مساوق است با مجموع مجذورهای دو ضلع دبگر منهای دو 
برا بر حاصل ضرب یکی از این دو ضلع در تصویر دیگری بر همین ضلع . 


برهان ‏ ارتفاع ۸0 رارسم A‏ 
قائما زاو به ABD‏ : 
E 0 O (\) AB'=AD'+BD'"‏ 
أا در مثلث قاکما زاو به ADC‏ : شش ۴ 
AD'—=AC'—DCî"‏ (( 


رابطه های ۱ و ۲ را با هم جمع کرده جمله‌های متشا به "۸ را 
از دو طرف حذف می کنیم : 
AB'=AC'+#FBD' —- DC"‏ )۳( 
BD= BC— DC yT‏ 
مقدار طرف دوم را به جای 8 در رابطة ۳ قرار می دهم › 
AB'= AC'+#(BC— DC)"— DC!"‏ 
AC'4-BCLDC"— BC.DC—DC'‏ — 
AC'+ BC'— TBC. DC‏ — 
Es bss ga E A BDAC SBC Es‏ 
eT‏ 
c'=a+b"—a.CD‏ 


۱° 

۸- دابطة پنجم ‏ قضیه ۔ در مثلٹ منفرحالزاو يه » مجذور ضلع 

مقابل به زاو یه منفرجه مساوی است با مجموع مجذورهای دو صلع دیگر 

بعلاو دو برابر حاصل ضرب بکی از این دو ضلع در تصویر دیگری برعمین 
صلع . 

برهان _ ارتغاع ۸0 را رسم می کنیم ( شکل ۱۵ ) ؛ در مثاث 

۸ قاتما لزا و4 A8‏ : 

(\) AB'=AD'+DB' 

امادرمئلث قائما لزا و 5€ ۸ : 

(r) AD'—= AC؟'—DOC'‎ 

رایطه های ۱ و ۲ را با هم 


ش ١۵‏ جمع رده جمله‌های متشابه 
"۸ را از دو طرف حذف می کنیم 
AB'—=AC'+DB'— DC!‏ (۳( 


اما می‌بینیم که : DB= DC+CB‏ 
مقدار طرف دوم را به جای 08 در را بط ۳ قرار می‌دھیم : 
AB'= AC'L(DC+CB)"— DC:‏ 


— ACLCB'T+ DCETH+YCB.DC — DC" 


— AC"+ BC+ BC. DC 
c"=a +b" ra.CD ا‎ 
: نتیجة مہم - هر گاه از دو رأبطه‎ -۹ 
(در مثلٹ حادالزاويه)‎ c"=aTb'—a. CD 
(در مثلث متفر جالزاو به)‎ c=a +b La. CD د‎ 


برای محاسیه CD‏ > طول تصوبر ضلع b‏ بر ضلع a‏ > استفاوه 


11 


کنیم » به این نتیجه‌ها می‌رسیم : 


ہ۲ ۲ 
در مثات حادالز او به : CD= 3 a e C‏ 
ا a t+-b'— ce‏ 
در مثلث منفر جا لز او به : CD= — a‏ 


پس درهرحال » طول تصوبرضلع ط برضلع 2 مقا 2> 1ھ 
است . علامت ل 0ا = بان می کن که ط مجاور به زاو به حاده ا 
مجاور به زاوی منفرجه است . در اولی "ط "۸ھ از "» بزرگتر و در 
دومی از أن کوچکتر است . 
محاسبة طول خطوط مم مثاث 
-٥‏ محاسبة ارتفاع - هرگاه 4H‏ » ارتفاع وارد بر ضلع 4 » 


را h,‏ اميم › برای محاسةٌ آن 


چشسن می گوسم (شکل ۱۶) : در 

h.' =b'— HC" AC ثألliم‎ 
۲ ۲_^ 

HC AFF = 


B 

Xa 

YLT AT 
۶ شس‎ hp &T e : س‎ 

5 Fab" — (aL b" cC)" 
کک‎ ۴a" 
__(rab+a'+b"'—c")(rab—a"— b"-† e") 
RR 
_ [(a'+tab+b5—c"] [e"— (a'—tab—_b')] 
ا‎ Fa 
_ [(a+b)'—c']j[c'—(a—b)'] 
Fa 


(¥ 


e) pr EtbtAIaTD=Neta =bNeFhb =a) | 
a 8 


اگر > برای اختصار » محیط مثلٹ را به ۲۳ تماش دهم » 
۲p‏ = 4ھ . باسانی نتیجه می‌شود که (¿ ¬ )p‏ = - 4-5 
۾ .b+ce—a—=(p—a) yat ce—~b=¥(p—b)‏ 
امن مقادیر را در رابطه (8) ھی ریم : 


Yp.Y(p—a).Y(p—b).r(p—ce)  Fp(p—a)(p—b)(p—c) 
۰. ۲ 


ha = 


: Fa" a 
۲ . 
ha = pم)pم‎ ~a()p- و پس از استخراج جذر : (ء- م)(ظ‎ 


: a5 طرق مشا ره د وله می‌شود‎ A 


h,=——YV p(p —a)(p— b)(p — e) 


Vp(p ~a)(p ~— b)(p -— e) 


0 


55 
b 
۱ 
cC 


aha ِ ٍ‏ 
۹ - نتیجه - هر گاه دردستور مساحت مثالف. = =8 ¢ ك 


جای ۸ط مقدارش را قرار دهیم > خواهیم داشت : 
S=V p(p —a)(p— b)(p ~e)‏ 
این دستور سار عملی و مفید است . لايد می‌دانند که برای 
محاسىة مساحت چندضلعی» بايد به وسیلة رسم قطرهاء !ن را بەچند مثلث 
تجزیه کرد و مجموع مساحتپای أ نا را بدست اورد . دستور محاسیة 
مساحت مثلث از روی اضلاع » در این مورد بسیار قابل استفاده است . 
۴ محاسبة میانه - قضیه ‏ در هر مثلت » مجموع مجذورهای 


~~ 


دو ضلع › مساوی است با دو برایر مجذور ميان وارد بر ضاع سوم بعلاوة 
نصف مجذور صلع سوم . 


برهان - .ان۸06 را رسم A‏ 
می کنیم 9 أن رأ Mma‏ ھی نامہم C‏ 
b‏ 
(شکل ۱۷) ؛ حز در حالت مثلٹ 
متساوی|الساقىن › در هر حالت C H a B‏ 


دىگر› دو مثلك ۸€ ; AD8‏ ش ۷ 


ددست ھی شد که یکی منغر جا لزاو به 9 دىگرى حادا لز او یه است . 


۲ 
b= ma س‎ xx HD ADC در هثالث‎ 
a a 
ce =ma tg ۲ x xHD : ودر مثاث 8ھ‎ 


۲ 


دو رابطه را باهم جمع هی‌کنی : < 1 b'l-eT= mat‏ 


۲ 


ا b'Le= mat‏ 
اکنون از راط اخىر مسا نه Ma‏ را ددست میا ورم 
b'ke" a" «(be )— a‏ 


ا 
r(e't-a')—b'‏ 

2 ی طر دق مشا به : n, EF‏ 
Y(aLb") —ce'‏ 

mE TBE 1 و‎ 


دقفت کنید ! همیشه مجذورضلعی که بايد مبانه وارد بران حسات 


سود > از دو درادر مجموع محذورهای دو ضلع دیگر ئەریق می‌ سود . 


ل 


مڪاسبة مسار داخلی 


۴۳ قضیه - حاصل ضرب دو ضلع هر مثلٹ » ساوی است‌بامجذور 
نیمساز زاو ية بین آن دوضلع › بعلاو حاصل ضرب دوقطعه‌ای که این نیمساز 
ار صلع سوم جدا می کند ۰ 

برهان - دار محیطی 
ئىمسار A‏ را دد F‏ فطع کد 
( شکل ۱۸ ( . دو مثلٹ ۸608 و 
8D‏ متشا بہند ( چرا ؟ ) ۰ ہس 
AC _AD‏ 
ش ۱۸ AEF AB‏ 
AC.AB—=AE.AD—=(AD-LDE)JAD= AD'-LDE.DA‏ 

AC.AB=AD'-DB.DC س‎ ٤ DE.DA = DB. DC lal 

۴ - از رابطه اخر می‌توان طول تىماز AD‏ رl‏ حسات کرد. 

AD'=AC.AB¬— DB. DÛ=—= be — D8. 5C : ٿه أن ترت‎ 


اما De. ; DB pe‏ (شمار : ٠۸‏ فصل چپاردهم) 

abe‏ ا 
س AD be = ejî‏ 

_bec(b+e)'—a'be bec[(b+e)"— a"] 
` (b+) ` (b+e)T 
_þc(b+eLa)(b+e— a) 
٤ (be)! 
__fpPbc(P ~a) 
` (b+e) 


APE 
e, ۲ Sa 1 
A نىمسار زاو يه‎ = pg pbe(p — a) : سس ار استیخر ا م حدر‎ 


e. ۲ سم‎ 
B ئىمساز زاو یه‎ =p Pac(p~ b) 


س ت س 


e e ۲ س‎ 
© ئىمساز زاوبە‎ =p pab(p ~e) و‎ 


ماسب نیمساز زاوی خار جى 


۵- قضیه - حاصل ضرب دو ضلع هر مثلث › برابر است با حاصل 
ضرب دو قطعه‌ای که بای نیساز خادجی زاوي این دو ضلع روی ضلع سوم 
یدید می ورد منهای مجذور طول همین نیمساز . 

برھان ۔ دایره E‏ 
محیطی ثلث را رس 
می کنیم (شکل ۱۹) ؛ 
اکر : نىمساز 
خارجی ۸ > آن را 
درنقطهد یکر ی مانند 
E‏ قط ع کند › دومثلٹ ۹ 
د EB‏ متشایپند ( چرا ؟) ؛ س : 


AC_DA 
AE AB 


AB.AC= D'A.AE ا‎ 


: چون 54 ¬ £ 0 =8£ 4 › س‎ 
AB.AC=DA.(D’E-DA)=DA.DE—D’ A" 


ل 


مڪاسيه تمساز داخلی 


۴۴۳ قضیه - حاصل ضرب دو ضلع هر مثلٹ › ساوی استبامجدذور 
نیمساز زاوی بین آن دوضلع » بعلاو حاصل ضرب دو قطعه‌ای که این نیمساز 
برهان ‏ داړره محرطی 
مثلت را رسم می کنیم تا امتداأو 
ئىمساز A‏ را در 1 فطع کند 
( شکل ۱۸) . دو ملك ۸€ و 


AC _AD 
AE AB ۸ شش‎ 


AC.AB=AE-.AD—=(ADADEJAD=AD'-DE.DA 
AC.AB—=AD'L-DB.DC w «< DE.DA= DB.DC lal 
. از رابطۀ اخر می‌توان طول نساز 0[ ۸ را حساب کرد‎ - ۴ 

AD'—=AC.AB— DB. DC= be — DB8.D5C : به اىن ترت‎ 


ab 


bB— اما‎ 


DB—=‏ د 


e‏ [ >= )0 (شمار ذ ٠۸‏ فصل ‌چپاردھم) 
a' bc‏ 0 
س : AD =be— Le)‏ 
be(b-te)'— a'be be[(b+c)'-— a"]‏ _ 
(b{+e" (be‏ ` 
be(bteta)(b+e—a)‏ ,_ 
(be)‏ 
fPpbc (Pa)‏ _ 
(be)‏ 


۵ 


پس از استخراح جذر : (ھ ‏ م)٥ط pg phe‏ = نىمساز زاويةُ ۸ 


ا ا ۲ ee.‏ 
و وه طرق نشا به : “Te | ¢ pac(p hb)‏ نہمساز زاو يه B‏ 
Lb pab\p‏ و ر ر رل 


ما سية تیمساز زاو خارچجی 


۵- قضیه - حاصل ضرب دو ضلع هر مثلٹ » برابر است با حاصل 
صرب دو قطعه‌ای که بای نیمساز خارجی زاوي این دو صلع دوق ضلع سوم 
پد ید می آ ورد منهای مجذور طول همین نیمساز . 

برھان ۔ دار E‏ 
محیطی مثلث را رسم 
اگر "0ھ » نىمساز 
خارجی ۸ › أن را 
درنقطهد بک ری هماند 
۳ فطع کند » دومئلٹ ۱٩‏ 
CD‏ د EB‏ ۸ متشابپند ( چرا ؟) ؛ س : 

AC DA 


AE AB 


AB.AC=D'A.AE ا‎ 


: سس‎ » AE=D’E—-D’A چون‎ 
AB.AC=DA.D’E-D A)=DA.D’E—D A" 


کک 


D'A.D'E=D'€.D'B اما‎ 


| AB.AC=D'C.D'B—AD'" 


۴% أز را بطه اخىر » می توان طول نىمساز AD'‏ را به جس 
اضلاع مثلث حساب کرد . به ین تر تب : 
AD'"'=D'€. D'B—AB. AC‏ 


و از انا 


: a.b 


) دصل چړاردهم‎ ٩ شمار:‎ ( DB= و‎ D'O= 7 اما‎ 
«__ a .b-c 
AD “eB ° دس‎ 
_ a" b.c—b.c(c—b)' be[a'—(c—b)'] 
(c—b)'" (= '(ۆ‎ 
__bc(ate—b)(atb—c) fbc(p — b)(p —ce) 
. (c— ۆb)'‎ 7 (eb) 


: ۷ 
۸ دمساز خارحی زاو به‎ “Tep Pep ~bXp ~e) 


۲ 
ae)p -a()p ¬ (‏ ۷ ~———-—--> = نیمسار خارجی زاوبه 8 


la—e 


e, ۳ 
نىمساز خارجی زاو یه0‎ ` lab ab(p —a)(p — b) 


مخاسية شاع دارة مچوطر 


۷ قضیه ‏ حاصل ضرب هر دوضلع مثلٹ مساوی است با حاصل 
ضرب ار تفاع وارد بر ضلع سوم در فطر دایرة محيطى مثلٹ . 


¥ 

sa AH برهان - ارتفاع‎ 

قطر ' ۸ ۸ از دایرة محمطى مثلث 

8€ را می کشیم (شکل )۲١‏ ر 

BA'‏ را وصل می کنیم ؛ دو مثلك 

HC‏ د BA‏ ۸ متشابپند ( به 
چه لىل ؟ ) ؛ س : 


AB _ AH 
AA' AC 


. beo= Rh, iu AB-AC=AA'AH :l 
: ضرب می کیم‎ ٩ دو طرف رابطة اخیر را در‎ 


abc=xah,.R 
: و چون به حای ۾ طھ دو برایر مساحت مثلٹ را قرار دهم‎ 
abc= RS 


abc 


س چ = 8 (شعاع دا رة محطی ) 
۴۸ ماس شعاع دايرة محاطى - أگر 0 نقطهُ تقاطع 
نیمسازها بعنی مر کز دا بره محاطی باشد ۸ 
و شعاع دار محاطی را ٣‏ ہنامیم (شکل 
1( 
B004‏ ساحت 8٤0=‏ ۸ مساحت 
۸0B‏ مساحت 0K04‏ مساحت 


_ar, br cer _ (abe) 
TTT Ty rh 


۲١ ش‎ S=pr بعنی‎ 


as‏ ۹ - قضية بطلمیو س ہ در چهار ضلعی محاطی حاصل ضرب دو 
قطر برابر است با مجموع حاصل ضر بهای هر دو ضلع مقابل به هم . 


می کنی که : 


MBC— ABD 
: شود (شکل ۲۲) ؛ بنابراس‎ oD 
خواهد شد » زرا‎ ۸ BM = 8D ش ب‎ 


که 8 را به دو زاوی قبلی افزوده‌ایم ؛ نتیجه آنکه : 


AMBC~AABD 1 
BC_MC و‎ 
RD AD 
(۱) AD.BC=BD.MC ا‎ 
A BCD —~ A ABM _ 
AB _ AM 
BD CD : 
() AB.CD= AM. BD ا‎ 


چون روا بط ۱ و ۲ را باهم جمع کیم ودرطرف دوم 82 را عامل 
مشترك قرار دهیم و به جای ۸14-160 مساویش ۸€ را بکذاریم » 
AD.BC--AB.CD= BD.MC-} BD.AM‏ 
BD(MC-AM)‏ = 


AB.CD+AD.BC=AC.BD 


- تصویں هر نقطه بر یك خط » پای عمودی است جدید که از آن 
نقطه بر خط فرود ید . 

دوا بط طولی در هندسه روابطی هستنلدکه به اندازه‌های خطوط 
ستگی دأرند . 

٣‏ ھر گاہ دو وتں یکدیگر دا ددداځل دایره قطع‌کلند › حاصل ضرب 
دو قطعة یکی مساوی است با حاصل ضرب دو قطعة دیگری . 

۴ ھر گاہ از نقطه‌ای واقع در ځارج دایره دو قأاطع رسم کنیم تادا یره 
را قطع‌کنند » حاصل ضرب دو قطعةٌ هر قاطع مساوی است با حاصل ضرب دو 
فطع دیگری . 

۵ - مر بع مماسی که از یك نمّطه ہں دایره رسم شود » مسادی است با 
حاصل ضرب دو قطعةٌ هر قاطعی که اذ آن نقطه دسم شود . 

۶ واسطة هندسی دوعدد : عددی است که مر بعش مساوی حاصل ضرب 
آن دوعدد باشد. به عبارت دیگر؛ واسطة هندسی دو عدد » جذر حاصل ضرب 
آنهاست . 

۷ روابط طولی در مثلٹ : 

الف - در مثلث قائم‌الرأویه › 

]1 - ارتفاع وارد بر وتر واسطة هندسی است بین دو فطعة وتر . 

1[ - هرضلمع واسطة هندسی است بین وتر و تصوبر همان ضلع برو تر. 

][ - مجذور وتر مساوی است با مجموع مجذورهای دو ضلع دیگر. 

ب ۔ در هر مثلث غیرمشخص › 

] - مجذور ضلع روبروی زاویۀ حاده مساوی است با مجموع مجذور ۔ 
های دوضلع دیگر منهای دو برآ بر حاصل ضرب یکی اذ این دوضلع درتصویر 
دیگری بر همین ضلع . 

11 - مجدور ضلع روبروی زاویۀ منفرجه مساوی است اا مجموع 
مجذورهای دو ضلع دیگر پیلاو؟ دو پرابر حاصل ضرب یکی اذ این دوضلع 


0 


دد تمویر دیگری برهمین ضاع . 

۸ در هر عثلٹ طول تصویر ضلع ظط بر ضلع ۾ مساوی است با 
ab" — e"‏ ا 
ل ٤‏ علامت ل يا — شان می د ھل ك فامع b‏ مخاور ده 
زاو به حأ ده بو ده ست دأ محاور ره زاویه منفر حه . 

۹٩‏ - ارتفاع وارد برهرضلع منلٹ مساوی است باحاصل ضرب دو یر ا یں 
عکس آن ضلع در مقدار ثا بت (ہ - p)(ط‏ ~ م)(ھ - م)مp‏ ۷ ؛ ( م نصف 
محیط مثلٹ است ) 


h, =~ p(p —a)(p— Dp — °) 


Vor... a= ZV... 


٥‏ - مساحت هر متلث از روی اضلاع آٺ به وسيل اين دسٽور يدست 


می | ید : 


S8=Vp (p —a)(p—b)(p— ce) 


١‏ - مجموع مجذورهای دو ضلع هر مثلث مساوی است با دو پرا ہر 
مجذور میا نة دارد بر ضلع سوم بعلاو ء صف مجذور ضلع سوم . | أ ستشا ده 
از این خاصیت » می‌توان میا نه‌های مثلٹ دا حساب کرد . مٹلا : 


mT ETEe—al 
۲ 
حاصل‌ضرب دو ضاع هرمئلٹ مسادی است بامجذور نیمساز وارد‎ - ۲ 
در ضلع سوم بعلاده حاصل ضرب دو قطعه‌ای که أبن نیمساز از ضلع مقا بل جدا‎ 
می کند . با استفاده ازاین خاصیت می توان طول نیماز زاویة مثلٹ راحساب‎ 
: کرد . هثللا‎ 


Aڈيواز نیمساز‎ = pbc(p — a) 


REESE A: 


ای" 


1 1 e E e j 


ا او میا 


سا 


۳ - حاصل ضراب دوضلع هر مشاٹ مساو یا ست با حاصل صرب ارتفا ع 
وارد بر ضلع سوم در قط دایرة محیطی : be—=R.hb,‏ ۰ ر استفأا ده أن 


این خاصیت مقدار R‏ حاب می‌شو د : 


bce abc 
aS 
شاع دایرۂ محاطی مثلث اذ این را سه ید ست می آ ید‎ ~~ ۴ 
: ا =3 › يعلى‎ 
9 
[a 
P 


۵ - در هر جهار صلی محاطی حاصل ضرب دو قطر مساوی است ا 
مجموع حاصل ضر بهای هر دو ضلع مقا بل به هم (قَضيةٌ بطلميوس) . 


دمرین 

٩‏ - از نقطه‌ای YF li‏ از مرکز دایره‌ای به شعاع ۴ دو مماس 
دران زسم می کنیم . مطاوتب ست طول ھر ماس وطول ودر يەن تقاط تماس . 

۲ در مثلٹ 8€ ۸ سە ارتفاع ۸4 › B8‏ د €€€ در فط H‏ 
مٿتقادٻند . ٿا بت كنيد كە : HA.HA'— HB. H B'= FHC. H1C'‏ 

س ثا بت کنید که مجموع مر بعات فواصل هی نقطه واقع درروی دایرة 

۴ وتر مشترك دو دایرة متقأطع بروسط مماس مشتر کشان می گذرد . 

۵ - مماسهایی که از هر نقطةُ داقع بر أمتداد ویر مشترك دو دایرة 
متةاطع در آڻ دو دایره ارسم شود متساو بند . 

۶ سه نقطة ۸ 8B‏ و € متوالیاً بر یك امتدادند . بر۸ د 8 دوایں 


منغیر ی می گذرا نیم د از € مماس O۳‏ را بر آنھا دسم می کنیم . مطلوب است 
مکان نقَاط تماس . 


¥ 
۷ - [ د '[ مر کزهای دایرۂ محاطی داخلی و دایرۂ محاطی خارجی 
ضلع ھ اذ مثلٹ 8)٣‏ ۸ می‌باشند . ثابت کنید که )8.۸ ۸ A1.۸1'=‏ 
۸ - بر امتداد قطر 8 ۸ از نیمدایره‌ای به مرکز © نقطه‌ای مانند 
۶P‏ یدست آورید که گر از آن مماس P0‏ بردایرہ رسم شود ۲۴4 =€° 


بأشد . 

- در سه دایرة دو بدو متقاطع » وترهای مشترك بر یك نقطه مى‎ ٩ 
. کذرند‎ 

۸ دایره‌ای بر دو نتَطةٌ ۸ و 8 مرور دهید که در خط مفروطض‎ - ٥ 
, مماس اشد‎ 


۹ہ مکان نقاطی راکه مجموع مر بعهای فاصله‌ها یشان از دو خط ٹا بت 
عمو د برهم مسأاوی مقدأر ثایت 4 أست »› تعیین کنید . 

› در مثلٹ قأمالزاويه‌ای دو ضلع بئر تیب ۳ و ۴ هستند . وتر‎ - ٣ 
ادتفاع وارد بر وتر » قطعاتی که این ارتفاع اذ وتر جدا می‌کند و شعاع‎ 
. دایر؟ محاطی را حساب کئید‎ 

۳ - دد دوذنتة ۸8€ دذاویۂ ۸ قائہه است د ٩۳‏ = ۸8 و 
D=۸‏ € د ۱۲ =(۸0 . حساب کید طول 8€ را . 

۴ - گر در مثلٹ قائم‌الزادیه‌ای یك ضلع دو ہراب ضلع دیگی باشد» 
ارتغاع ‏ وتر دا به نبت سے تقسیم می کند 

۵ - اگر در مثلٹ قاگم‌الزاویه‌ای بك ذاویه ۵ ددجه بأاشد ؛ ارتفاع 
وارد در ق تر مساوی دبع و لں ست . 

۶ - در مثلكٹ )8 ۸ زاویۂ ۸ قائمه است . ارتناع ([ ۸ و عمود 
DE‏ دا بر ۸8 رسم می‌کثیم . ثا بت کنید که ۸0.9۴ = ۸٥5"‏ . 

۷ _ نیمدایره‌ای بەقطر ۸8 وبهە‌مر کز 0 ودر درون آن نیمدایره‌ای 
به قطر 08 دسم کنید . از نقطةُ © واقع بر 08 عمود 60۴٤‏ دا ر AB‏ 
اخراج کنید تا دو نیمدایره دا دد ([ و 5 قطع کند . ثابت کنید : 


BE'=BD' 


۸ ۔ امت کنید که اگر يك ذاوية مس ٠ء‏ باشد ؛ مربع ضلع 


NN 

مقابل به آن مساوی است با مجموع مر بعهای دو ضلع دیگر منهای حاصل 
ضرب إ نها . 

۹ - در دو دایرة مئخارج به شعاعهای ٣‏ و r‏ 9 خط ا لمر كزين d‏ 
طول مماسهای مشترك خارجی و داخلی را بدست آورید . 

٥‏ - پاره خطی به طول [ داده شده است » پاره خطهایی به طول 
اد ۳ اد مھ 1۷س کنید . 

: ٹا بت کنید که در هر مثلث قائم‌الزاویه‎ - ٩ 
= TH 


1a C 


8 - دد مئلئی ۶۰۰ = ۸ و ۸= و ۵ حط أاست . 

1[ ھ را بدست آورید . [[ - مساحت مٹلٹ را حساب کید . آ11 ۔۔ 
ارتفاع وارد برضلع ط دا تعیین کنید. 1۷ میانۂ وارد برضلع ٥C‏ جقدراست ٩‏ 
۷ ۔ شعاع دوایر محیطی و محاطی را حساب کنید . 

. در می و = ھ ) ۷= ط و ٣کم است‎ - ٢ 

1 - ثا بت کنید که 8 منفرجه است . 1[ - تصویر ۸8 را بر °8 
دل ست وريد » 

۴ - ددهر متوازی‌الاضلاع؛ مجموع مر به‌های چهارضلع مساوی است 
با مجموع مر بعهای دو قطر . 

۵ - مجموع من عھای فواصل ھر نفطه از دو رس مقا بل مستطي ل 
مساوی ست بامجەو ع مر بعهای فواصل ù‏ زمطه ار دو رآس دیوگ . 

۶ - اگر 6 مرکز ثقّل (محل بر خورد سه میانه) مثلٹ 8€ ۸ باشد. 


AB'-LBC'LCA'=+(GA'4+-GB'+GCY 


۷ ہ هرگاه در چهارضلعی مجموع مر بىهای دو ضلع متابل مساوی 
مجم و م مر بعهای دوضلع دیگر باش » دو قطر ]ن جھارصلعی برهم عمودند . 

۲۸ ارہ خط ۴۸ =8 ۸ داده شده است . مطلاوب است مکان ۷M‏ 
بقسمی که "ھ۴ =8 |[ MA"‏ باش . 

۹ - هر گکاہ ([ د E‏ نقاط بر حورد بكضلع مثلث با نیمساذهای زوایای 


ا هندسۀ چهارم ریا ضى 
حساب کنید . 
٥‏ هر گاہ شعا ع دایره‌های محاطی خاد جی مثاث ABC‏ را Te‏ 
وا + ع د مسأاحت آن را 8 بناميم ایت کنیه که : 


9= )p ~a)ra=(p— b)rg= (p~ ce)re 


فصل شانز دهم 


نسبتہای مثلٹا تی ۔ حل مثلث قاثمالز اویه 
نسبتہای مثلثاتی يك زاویۀ حاده 


٩‏ - تعر یف - نقطه‌ای دلخواه مانند ۸ ر سگ از دو ضلع زاو 


حادة مفروض 8 می گیریم و از 


آنجاعمودی برآن ضلمع‌اخراج ٥‏ 
هی کیم تاضلع د نکر را در نقمل i‏ 8 
قطع کند (فک ن 


AC 
: می ناهند‎ B الف = نسست چچ را سینوس' زاو به‎ 


سینوس 8 را باختصار ا نطور نمابش می‌دهند : 8 8۸ . 
AC‏ 
E‏ 


اناا تست د ۸B‏ »عى تست 5 RF‏ حای نقطه 
اید و افد کی یہ اسا زاوی 8 اوی . زیراً گه آگر ار 
P‏ و P'‏ دوعمود بر 0۴ اخراج کم (شکل 5( دو علق قاثما لزاو به 


ل م ل ا ا ل ا 
ny eer r nn a a mg a‏ 
ابم س س وسن می رمن ی سنن ممه مهه 


| - 018 با جیب . 


(۶ 


0P'M' , 0PM »‏ متشابه خواهند 
PM _PM | e‏ 
ا ود د23 OM OM i‏ 
a ١‏ ا 
Pp Pp‏ 0 می توان گفت : 
شش ب در هرمثلٹ قائ الز او به سینوس‌هرزاو به حاده 
مساوی است با سیت ضلع مغابل آن زاويه به وتر . 
ب سىت ج (شکل )١‏ دا کسینوس زاویه 8 می‌نامیم وان 
را باخصار چىسن نما یش مید یم : cos B‏ » 
BBA‏ 
کسنوس ‏ ك زاو به دسر فقط بستکی به اندازة ان زاو به دارد و 


می‌توان گفت که : 

در هر مثلٹ قا ئم الزاو یه کینوس هر یك از زاو یه‌های حاده مساوی 
است ا نست صلع مجاور ۲ن زاو یه به و تر. 

توج ه‌کنید ! ور شکل ۱ می‌سند که زوایای 8 و 0 متمم 


AC AC 
جو = ۹0 ؛ پس‎ B= کد نگ رلک و‎ 


سینوس طرزاو به مساوی است با کسینوس متمم ان زاو هه . 


ج - نسیت راتانژانت ‏ زاوي 8 می‌نامیم و أن را 98 


می تو اسم : 
AC‏ 
g9 B=‏ 
تائڙ انت مك زاو نه ئز فقط ستگی هان زا ونه دارد و می‌توان 
گفت که 


CONUS — ۱‏ ا جب تمام . ۲ _— Tangente‏ ıا‏ ظل . 


NY 
در هر مثلث قائم‌الز اوه تانژانت هر پاک از زاو به‌های حاده اوی‎ 
. است با نسبت صلع مقابل آن زاو یه به ضلع مجاورش‎ 
BA 


د د نست ج را کتانژانت' زاوية 8 مى ئامىم وان را cotg B‏ 
ا cotB‏ ھی ٿو یسیم : 
BA‏ 
cotlg B=‏ 
می‌توان گفت : در هر مثلث قائم‌الزاویه کتانژانت هر يك از 


زاو به‌های حاده مساوی است با نسبت ضلع مجاور ن زاو یه به ضلع مقابلش . 

تانژانت هر زاو به مساوی کتانژانت متمم آن زاو یه !ست . 

دقت کنید ! چون در هر مثلث قائم‌اازاویه هر ضلع از وتر 
کوچکتر است » 8ه که برابر نسبت ضلع مقابل 8 به وتر هی‌باشد ؛ 
همسشه عددی است کوچکتر از واحد . 

همچشن 8ه عددی است کوچکتر از واحد . اما 8وا و 8 وام 
هی توانند برابر هرعددی باشند . 

تعریف - سینوس > کسنوس » تائڑانت و کتائژانت يك زاو به را 
نسبتپای هثلاتی 

گاهھی به حای نستپای ملا 


أن زاو هه می گو: ىك , 
ثاتی » اصطلاح خطوط مثلثاتی بکار 
می رود . 

٣‏ ۔ اندازۂ نسبتہای مثاٹاتی زوایای حاده - عموماً اندز 
سبتپای مئلثاتی زوایا را ( جز در مورد چند زاو به مخصوص ) بطور 
تحقىق نمی‌توان بدست ا ورد اما مقدار تقر سی نسبتہای مثلثاتی زوابای 


. ظل تمام‎ Lu Cotangente  ! 


Aun 


حاده را حساب کرده در جدولپا نی ضط کرده‌اند . بعضی ار | بن جدولپا 
سه رقمی هستند» بعنی اندازۂٌ خطوط ملا تی تا 


تقریب درأن ضبط 


{o00 
. شده است . بعضی دریگر چپار رقمی ہا پنج رقمی می‌باشند‎ 
جدولہای این کتاب » نسبتہای ملا تی زوایای حاده را تاسه رقم‎ 
: اعشار می‌دهند . از روی آن می نید که‎ 
92¥ =¥ DF 


rin\\ =o 14 8A =o FF 


tg ۵ o oY 


C08۶ o =0 doo 


۵ ه س c08‏ ۵ه = c08۷¥‏ 


000ر 1= sino =o A00 F۵‏ 
نستہای منلناتی زاو به‌ها تیم درجه به نیم درجه نوشته شده است 
وسبتپای مثلثاتی سایر زوابا را بايد بەكمك تناس» بتقر یب حساب‌کرد. 
مثالپای زیر » طرز بدست| ورون اندازۂ نسبتپای مثلثاتی زوایای 
حاده دیگر را از روی این حدول به شما می موزند . 
مثال ٩‏ س محاسبة ۱۵ ۸۴۴د . 
چون ۶۹۵ ۰= ۴۴ و ۷۵۱ر ۰= ۴۴۳۰ » می‌باشد » ھی گوبیم 
اگر ۳۰ بهزاو ۴۴ اضافه شود » به سیئوس زاو یه ۶۹۵ ۷٥۱۰‏ ه 
على ٥٥۶‏ ه اضاقه می‌شود › س اگر به زاونه ۱۵ اضافه شوو » به 
سسٹوس ۶ ٥‏ × جم على o o‏ افزوده خواهد شد > بثابرآین : 
sna =o FAA} oo =o FA‏ . 
مثال ۳ _ محاسة ۴۵ 08۳۱ء . 
چون ۸۵۳ ۰= ۳۰ ۳۱ و ۸۴۸ر ۰ = ۳۲و میباشد › میگوبیم 


س س ت ن ت کے ت س ل ل و ا 


١‏ - با فرض آنکه تغییرات خطوط مٹلٹا تی در فواصل کم » متناسب بأ 


تغبیرات زادبه باش . 


RT Rea HRN...” 
َ 


۹ س 
اگر ۳۰ به ۳۰ ۳۱ اضافه شود » ۵٥۰ر‏ ۰ از کسبنوس کم هی‌شود › 
دس اکر ُ۵ به ۳۰ ۳۱ افزوده سود ( Xo ood‏ بعنی ۵ ەم o‏ 
cos\ FA =o ABF — o oo A= o Bo‏ 

(از رقم چہارم بعد آز ممیز صرف نظر می‌شود) . 

مثال ۳ محاسة ۲١‏ ۲۵ . 

دارم : o۶۶‏ = 9۵ و۷ مه = 9۵ 

o VY —o FFF = o 0\1 

می گوبیم اگر 3 َ۵“ افز وده شود › بر تانژانت ١۱٩ر‏ ه 
٠ ! 4 “ 8‏ م 4 ۲٥‏ 
قز وده خواهد شد > س اگر Yo‏ ر ۵ افزوده سود ٤‏ ۱ر ٥‏ 2 
یا ەم o‏ در تانرانت افزوده خواهد شد ( بنارا ین : 

A Yo =o FFF HF-o oa =o NY 

٣‏ ۔ یك نکتة مہم . از روی جدول می بد » که هرگاه زاو به 
حاده بز ر گک شود د 

۱ - سینوس آن بز دگ می‌شود . 

۳ کسبنوس ان کوچك می‌شود . 

۴ - تعیین زاویه وقت ی که اندازة یکی از نسبتہای مثلٹاتی 
آن معلوم باشد _ راه حل این مسئله از مئالپای رر بدست هی أ بك . 
أها فلا شما ر موجه می‌ساز رم که چون 81 يك زونه ا c03‏ مىمم أن 


یکی است › در جدولپا » زاویه‌های از ٥‏ تا ۴۵ را در ستونپای سمت 


o 


چب صفحه و زا و نه‌های م متمم أ نپا » بعنی از ۶ ٩‏ را در ستو نای 


سمت راست مقابل آنا نوشته‌اند . پس شما باد قوسهای کوچکتر از 
َ۵ را در ستونہای سمت چپ و قوسپای بزرگتر از ۴۵ را درستونپای 
سمت راست بیدا کند . 

مثال ٩‏ - تعن زاوه‌ای که سنوس أن ۴۶ o‏ است 

چون در ستونہابی از جدول که بالا يا زیر | نپا جیب نوشته شد 
دقیق شوم » می ینیم که عدد ۶ه عىنا در حدږل وجود دارد و در 
طرف راستا بن عدد (درستون اول)» عدد ۷١‏ نوشته شده است. از انحا 
نتیجه می گیر یم که زاوبه‌أی که سینوس ان ۶ه باش »۷۷ است 

o AFF= sin 

مثال ۳ - تعیین زاوبه‌ای که تانژانت آن ۴۰۷ ه است . 

چون در ستونېابی از جدول که بالا با زیر | نپا ظل نوشته شده 
است جستجو کنیم » عین عدد ۴۵۷ ٥‏ را نمی‌بابیم » اما هی بيني که این 
عدد از ۴٣۴ر‏ ۰ که تانژانت ۲۲ است» بزرگتر واز ٥ ۴٣۴‏ که تافڑا نت 
٣۰١‏ ۲۲ است » کوچکتر است ؛ بنا پراین » زاویة مطلوب ۸ بن ۲ 
و ۳ است . 


g#A=o f oY 
lV =o fof 


NT fol =o 8\۴ 
9 =o f0۴ 


۴هر ه = تفاوت ٥‏ / ه٩‏ = تفاوت 


تهاوت دو زاو ده تفاوت وو تانر أ نت 


"o‏ ٥م‏ ه 


o eo XxX =o Te 


ا 


A= س‎ 


مثال ۳ - تعین زاوبه حاده‌ایکەکسینوسآن ۴۴۳ ۰ می‌باشد . 

عدد ۴۴۳ ٥‏ عیناً در ستون جیب تمام بافت نمی‌شود › اما هی ۔ 
ینیم که ۴۴۴ ٥‏ از ۴۴۶ ہ که کسبنوس ۶۳۳٠‏ است » کوچکتر واز 
۸ ه٥‏ که کسینوس ۶۴ است » بزرگتر است . 

و چون هر گاه زاوبه‌ای بزرگ شود کسینوس ان کوچك می‌شود › 
زاوی مطلوب ۸ اذ ۵ر ۶۳ بزرگتر و از ۶۴ کوچکتر است . 


cos To =o FF cos To's o FFF 
cos f° sof cosA =o FFF 


۳ه ه =تفاوت ۸٥ر‏ ه = تفاوت 


حال می گوبیم که اگر ۳۵ ر زاو ٣٥‏ ۶۳ افزوده سود » از 
کسىنوس أن 08ر o‏ کم خواهد شد ( دس حہک دفقه با یك ر زاویه 
س :افزوده سود i‏ از کسنوس أن a e‏ کم شود ؟ جوات 


ofloo 


| پس‎ ٠ دقیقه است‎ ۱١ دقیقه با‎ ۲٣ × پر‎ o 


Amst 
) درمحاسهة ار ا نها صرف نظر یله است‎ ( 


روابط اصلی بین نسیتبای مثلئاتی بك زاویه 


B 
در مثلٹ قائما لزاو يه‎ ۵ 
. 
a2 دارم‎ ٤ (۳ (شکل‎ ABC 
۲ ب‎ ۲ 
: 4 AC'-+-BC'= AB 


۳ 
نيجه هی‌شود : 
ACT BC"‏ 
ABTTAB‏ 
AÛ BO\'‏ 
XB) (4B) =`‏ 
چون در این را بطه به جای 9 8 بتر تیت 4۸ء و s۸ A‏ 


را قرار دهیم » خواهیم داشت : 
(cos A) '-F- (sin A) T=‏ 
بعنی : مجموع مر بعہاک کسینوس وسینوس هر زاویه برابر 
است با ١۱ء‏ چنین معمول شده است که مر بع ۸۸ء را ۸۸ء می نویسند 
و می‌خوانند سینوس؟ی۸ و همچنین مر بع ۸ه را 8۸ء می نویسند 
و آن را کسنوس؟ ی4 می‌خوانند. 
بنابراین : 


(١) sin" A-cosTA = \ | 


: از این رابطه نتیجه می‌شود که‎ 
cos A =—\ — gm A 
sin A= \ — cog A 


۶ ۔ هی‌دانیم‌که در مثلث قائما لزاوبةٌ ۸8€ (شکل ۳) › 


o. BC 
خواهیم‎ ٤ اکر صورت و مخرج کسر ج را بر ۸8 تقسیم كنم‎ 


داشت 


یت یی aE‏ 


_(- 

BC 

AB 

AC 

AB 
چون 4ء = و م 0 است‎ 

٤ sin A 

() A= 


ای ر فسن ی س ا 


بعنی : تانژانت هر زاویه مساوی است با نسبت سپنوس آن زاو یه 


به کسینوس همان زاويه . به ولىل مشا به می‌توان ابت کرد که : 


کتانز انت هرزاو يه مساوی است با نست کسیلوس آن زاوبه به سینوس 
ات . 


۷ ۔ از مقاسۀ دو رأایطة ۲ و ٣‏ نجه هی گیر بم که : 
تانژانت وکتانژانت هر زاویه عکس بکد یگرند . 


ا 
یعنی : 1= tg Acotg A‏ | )#۴( 
را “ A‏ 
cotg ` BA ۰‏ 
۱ 


۸ ۔ اکر طرفن رابطۂ | = ۸'۸ + A‏ یب را بر ۸ 8٥ء‏ تقسیم 
کنیم » خواهیم داشت : 


TL 
sinîA_ | 
cos A cos A 
(A) 
cosA / cos A 
1 
TA. 
۳49 A= A : يا‎ 
۱ 
YA 
c08 A= TTA ا‎ 
Î 
۸7 رادآجاد | ا‎ 


| 
اگر طرفین را بطه do An A=‏ را 


خواهیم داشت 


و از | تجا 


۱ : 
جون در أن را بطه به حای cotg A‏ مساو ش tA‏ را فرار دهم « 


خواهیم داشت : 


- مسغلة ۷ - نوس زاویه‌ای برابر‎ - ٩ 


مثلثاتی آن زاو به را حساب کند . 


(۵) 


ر 81n 'A‏ تقسیم کنيم» 


ست ؛ سار نسستهای 


“اریت ےہ ا ا اتو سے وہ شتو یی ہے سو 


E RHEE a lige 


۳۵ 


اگر ان زاو به را » فرض کنیم » بنا به فرض دارم : 


۳ 
gin 4 = —‏ 
و جولن : c08 a = \ — gin «a‏ 
3 
پس 0 os < A‏ 
س ۴ 
و از انحا: ¬ = C08 a‏ 
۵ 
8i1 @ ٍ‏ 
و چول = ي وا 
COS &‏ 
۳٠‏ 
۳ 8 
۴ ڪي ق0 
۵ 
4 ۱ 
و جون : 2 09 
sS‏ 
دس . ا ۳ = cot a‏ 
۴ 


مسغلة ۳ _ tgp = o YA‏ اسٹ ؛ تسىتپای مشلا تی دىگر م را 


کک ۱ 
أولا: —~ س ر 
د cotg | 08 1 ANN‏ 
: اگر در را بط ° 0 an‏ = موه به جای 8وا مقدارش را 


۰ ۱ ۱ 
| خے | شت : ن =“ سسس ہے 
درار دحيم ؛ حو هيم دا ۸ ۲۵ 0۵ cos /\ +o‏ 


ا sin Û ٣‏ 2 
ا :اکر در را طه 8 وم با sin = tg 0 cos‏ به حاى 196 و 
208 ا 


8ء مقاد رشان را فرار دهم : 


sin Û = o 


ع 


دمرین 

نسبتهای متلا تی دیگر زوایای حادة زی رأ بدست | در ید : 
۵ ۱۹ 

oy ~۲ xm ~~ 
۸ ۸ 

sihA™ ۴ Aa ۴ 

cos A = o YAYE —F inA=o/d0  —A 

sin a — \ ~۸ yG=V r ~~ ¥ 

9 ست ب‎ | cog û = \ ۹ 


٥‏ ۔ محاسبة نسبتہای مثلٹاتی زاوی صفر درجه - در مثلكٹ 
BC 2 L۳‏ ا 
ما زاو به A BC‏ (شکل۴) › چ = ۸ ۸ء اگر ذقطه 8 در روی 
B٤‏ حر کت کند تا بر٤‏ منطبق شود › طول 8€ و زاویة ۸ صفر می - 


° : شوند» بنابراین‎ 
. TIT rT 
cos = \ — gin o =) واز ا نجا:‎ B 
00° SIN o 0 
O) 0 e 7 چ‎ 
9 s0 ۱ 0 2 
۱ C 
cOtlg o 9 9 A 
۴ س‎ 


۹- محاسبة نسبتہای مثلٹا تی زوایای ۳۰٣‏ و ۶۰ چون 
در مثلٹ قائم‌الزاوبه » ضلع مقا بل به زاونه ۳١‏ نصف وتر می باشد › 
در مثلكٹ ۸8€ (شکل ۵) ؛ 
(A= +s &=40°)‏ 
BC=- AB  : al‏ 
BC A‏ 


sin A” —— 


- 
i 
ل‎ 
1 

1 

ار 

1 


٣ 6 sino ۳ 1 ۳ 
٤ سے‎ o بے‎ o سے‎ 
9 cos c Vr Vr ۳ ر‎ 
۳ 
و٥ شک‎ ۳ 2 
colg ٥ = 0° Vr 
۳ 1 ¢ tor ۳٣ 
gino =— اګ ن‎ : 
۲ 9 Jr YF پس‎ 
Vr ¢ __ 
cog o =— ۳ coigo =YVY 
CB 
: ؛ وچون سے ہے‎ B= ن زاو نه ۳۰° =4 ء۶‎ 
cos B AB چر - چړر‎ 
۱ 
FAB , 
سے ید 0ي‎ 
AB ۲ 
cotg ¥ o 6و ا‎ to =V Fp ¢ re و أزانحا:‎ 
س ؛‎ 
ت د ووم‎ 97٥ =¥ ۴ 
. ۱ ۳ 
6 VF col 0 = 
Sin ¥ o > VF ۳ 


۳- محاسبة نسبتہای مثلثا تی زاوی ۴۵ - اگر در مثلك 
قائہالزاو بُ ۸8€ (شکل ۶) زاوہۂ ۴۵ =۸ باشد › 8 نیز ۴۵۰ می 


شود » عنی : 8€ =۸0 و درنتحه : 
AB'=AC+BC'=rAC"'— (BC!‏ 


۳ ۳ 
: يس‎ 
. BC 
کے‎ 
9۴۵ AC 
۳ 
sra CAT AVT 
AB AB ۲ 
. ,BU_Vr 
77 ۴۵ AB . و‎ 


sin € A = osta = 


9۴۵ = o19 ۴۵ = ۹ 


۴۳ ۔ محاسبة نسبتہاک مئلثاتی زادیۀ ٩٥٩‏ ۔ در مثلٹ قائم ۔ 
الزاو به A BC‏ (شکل ۵( دارم 


۸ 


اکر زاو یه کے مر تا بزرگ شود و طول ۸€ تغسر نکند ٤‏ نةه 
B‏ ر روی €8 به بسنهادت دورمی‌رود و وقتی که =٩‏ ۸ شود › 8 A‏ 


درابر ٥۵‏ می‌شود . 


~A 
AC 
۹ حم ج‎ ©0 . 5 
cos 0 : دس‎ 
gn 0 = 
g۹ o = = 0 
COA o SRS 
حل مثلث قا ملز اویه‎ 
د دیديم که در هر مثلٹ‎ ۴ 
7 & 
فام الزاونه ۸8€ که در أن‎ 
باشد ( شکل ۷) : : ط‎ ۸ = 
الف - سنوس‌هر بك اززوا بای‎ 
B 
٠ حاده برا براست با نست ضلع مقا بل‎ 
۷ !ن زاوبه به وتر : س‎ 
(١) n OC— BP 
a a 


ب کسنوس هر یك از زوایای حاده برأیر ست ا نسبت ضلع 


مجاور ان زاوبه به وتر : 
a= B=‏ 0( 
ج - تانژانت هریك از زوابای حاده برابر است با سبت ضلع 
هقابل زاوبه به ضلع مجاورش : 


(۳( 9O= S8 B= 2 
b cC 


از روا بط ١‏ و۲ و۳ می‌توان نتجه‌گرفت که در مثلٹ فائما لزاو یه : 


fo‏ هندسۀ چهارم رياضى 
ای _ حرضلع مساوی است با حاصل ضرب وتر در سينوس زاوي 
مقابل به آن ضلع : 
b— asin B c= asin Û‏ )۴( 


ب _ هر ضلع مساوی است با حاصل ضرب وتر در کسینوس زاو به 
مجاور به آن ضلع : 


)۵( b= acosÛ c=— g#c0B 


_ هر ضلع مساوی است با حاصل ضرب ضلع دیگر در تانژانت 
زاوية مقابل بهآن ضلع : 


(۶( b= ctgB => btgÛ 

برای حل بك مثلث قائم‌الزاوبه » علاوه پر دستورهای بالا » 
روابط "+ "ط = "هھ و ۹= 8+60 را نیز در نظر می‌گیریم و هر 
بك راکه برای منظور خود مفید ببینیم » بکار هی بر یم . طرز عمل › از 
چپار هثال زیر بدست هیا ید 

مثال ٩‏ ۔ ازمثلٹ ائم الزاویةُ ۸8€ وتر 8€ و زاوبةٌ حادةٌ 8 
معلوم است » می‌خواهیمآن مثلك را حلکنی : 

Bass و‎ 68٤0 =ھ4=‎ |٥١ هتر‎ 

مجپولات عبارتند از ۆ=۸€ و ¢=۸8 وزاوة€ . 
اول : ¥= C= —B =4 sg‏ 
انا : مت ر |= |۹ ° 00| = ££ b= asin B = \ 0o sin‏ 


ا هتر ۷ر ۴= ۴0¥ 5× 00| = ge98‏ = 
مثال ۳ از مثلت قامالزاو به B û slj (€ =o ) ABC‏ د 
ضلع 8€ معلومند : 
B =o‏ متر ۴۵ = ۾ = B0‏ 
ولا A=4o —B =4 — ۳o = ۶o‏ 


۴ - 


b= ag B— ٣ ۱۵/۴ ثانا : متر‎ 


a 
: ڪل ) دس‎ sinÃA دارم‎ a= csin A از روی را طه‎ : IR 


۴۵ 
هر Tol‏ س کل 


sin¥o ° 


مثال ٣‏ - ازمثاٹقامالراو به 8€ وتر e‏ و یك صلع معلومند. 


AB =¢=— ٥ متر‎ A0O= مر 1۴۳ =ط‎ 
b or 
Ba — == © 
sin Cr ۵۵ اولا‎ 
B= 
A= — B= 44 ا ا‎ 
a=csinA = ¥00 X o ر‎ ۸۵Y= 1¥ الا : تر ¥ ر‎ 
CB—= a= 8o CA=—b— (7 
b 1F 
9 no °4 اوا‎ 
B= yao ازا نحا‎ 
A=4o —B =۶ 1o اا‎ 
٠ b ۳٢ ا‎ 
mB o ۶Y = A /۷ اا‎ 


یاد آوری - ور این مثال می‌توانم وتر را از روی قضبه 
فیثاغورث نبز حساب و درستی محاسبه را قحقیق گنیم : 
c=a'Fb'= do HIYVUT= s00 LVEF = VAYE‏ 
C=Vy44F =A /Y‏ 


س 


: اگریکی از دو ذاویۂ حادة مثلٹ قائالزاویه‌ای دا » فرض‌کنیم‎ -١ 
الف نسہت ضلع دوبرویى ذاوية » را به وثر » سینوس » می نامند و‎ 
. آن را اینطور می نویسند : »ی‎ 
صاع دؤبروی ي‎ 
ق‎ 
ِ ر در‎ 
ب ب نسہت ضلع مجاور ذاويۀ » را به وتر » کسیٹوس » می‌ناأمند و آن‎ 
۰ 082 : را اينطور می نو وسنك‎ 


ضلع جاور ي 


در 


س ن 


ج - نسبت ضلع دوبروی ذاويۀ ۾ دا به ضلع مجاورآن » تانژانت ۾ 
می نا مند وان را أينطور می دو یسند : »و . 


د ہہ لست ضلعمجاور زاوي a‏ را ده ضلع رو برةی کنا ی ا نت ذاأدية 
4 می نامند و إن را اينطو ر می نو سند : cotlga‏ . 


ضلع مجاور ج 


ضلع دوبروی » 


۲ حون هر ضلع زاوية قا٤ٌمه‏ از وتر کوجکتر أست + 082م 3 1ي 
هیچگاه اذ ٩‏ بزد گت نمی‌توانند باشند . 

٣‏ چون دو زاویة حادة مثلٹ قائمالز اویه متمم وکدیگر ند » بأ توجه 
به تعر یف سینوس و کسینوس ذاویه » نتیجه گر فته می‌شود که : 


cog = 


(۾ = sin O =— c08 (۹٥‏ 
یعلی: سینوس هرزاویه مسأاوی است با کسینوس متمم آن . 
ودر نتیجه : تأ نژ انت هر زاوبه مساوی است با کتانزانت متمم آن . 
۴ یس تسستهای متا تی هرز أو یه أن روا بط در قر ار أ ست 
ir 2 gin a4 cos a=‏ ږو ٠‏ 08۳ 
Sin @ C08‏ 


cotg = 


۵- در هرمثلٹ قائم الزاویه : 


— 
الف هر ضلع‌مساویاست باحاصل‌ضرب وتر درسینوس زذاویة معا بل به صلع . 
( ر D‏ 3 2 « کینوس زاویةُ مجاور « 
ج D 7 J)‏ د ضلع دیگر در تا نژ نت زاو يه مقا بل 2 
د 9 7 ۵ 2 2 کتا نژ انت زاد يه محاور « 
دمرین 
از روی جدولهای | خر این‌فصل › طرف دوم هر یك از سادبهای زیر 
وا دنو سىك : 
= ٥او‏ ۷ = gin = e sin f\‏ 
A sh =—‏ = ۵0 وم ۵ —= costo‏ ۲ 
= وم ۹ = 9۸۹ - ٣۷و‏ ۳ 
صحت تساو,های زیر را از روی جدول تحقیق کنید : 
\o- gino = cosF o \—  cos\Y = ginYY °‏ 
cos sin FA (FF  sin\\ = cosYA °‏ —\\ 
\T- sino = cosdo’ \A~ coso = gino‏ 
به كمك جدول طرف دوم تساو یهای زیر را بیدا کید : 
 cosAY Ao = E r‏ 1¥ 
NV.  ginAT To =— Yo cog Yo —‏ 
E a i gO To —‏ 


زوایای حادۀ ج ؛ پ و ے دا تعیین کنید که : 
VT-igzZ=\ /¥\o0 YF cogy =o (Y0 NF ginX =o [oo‏ 
Nf sinZzZ= o /0\0 TAO ty=\ /\(\ FV cosK =o off‏ 
A‏ درمتات قا ما لز اويه ABC‏ وترھ =8 ۸وضلع ۴ = )8 است: 
[) حساب کنید نسیتهای ملا تی ذاویة ۸ را. 
(1I‏ تین کید که : —= sin A F cos"‏ : 


: تحقیق کنید که‎ (11I 

۱ cos A sin A 
A=, وا‎ = A= o 
. حساب‌کنید شسبتهای منئاتی زاویة 8 را‎ )]۷ 

: تحعیو کنید که‎ (V 


tı A= cotlg B s csA—=shB » sinA=cosB 


س س 


۹ - در مٹلٹ قائمالزاویة ۸8€ (۹۰°= &) فرض می‌شود : 
(I‏ اگر =۸ و ١۴ى‏ باأشد » انداذۀ ط راحساب کنید 
۴ 


(I11‏ اگر ہک ۸ نہ و =4 ( D JC‏ ظ 


۸ اک‎ 
1 {eA J’. «( 7 @4 » گر = ۸ و و ٥٣ط د‎ (III 
ll Y۹ ۱۵ 
۱ اه‎ aN ¥ CY JIT = 4+ . 
1 آ0 | ۰ ةل‎ TAJ\AA ا‎ VJs vy , . | 
nl e Tj OT) or |e ‹ اگر =۸ واد ۱۵ک د د (طدھ د‎ ) ۷ 
۹ 
۹ 
{so| t4 ۸ t4 ۸ TIN‘ JAF 0 
۳ I - » 6 JAN سد‎ ___ e 0 |= ۸ 5 
ON O e O ej مطلوباست حل مثلٹ قائ الزادیۂ ۸86 (۹۰۳= ) د تمبین‎ ٥ 
3 ” 9 
۹ ۹ EES : و‎ 
( ay 4 oY ۹ {IT ° مساحت 1ن در هر بك ازحالات یں : ۱ 0 ۹5ل‎ 
(26 A . ۹ ۸ \TIY°3 ۷۹ر‎ 1 A 
٠ AY ۹ AY ۹ NIJ ¢9 8 ۱ Bك=s» کا د‎ ۵٥ (1 
1ء تل هھ‎ Î \eJTA® ّ اسر‎ 
۹ PIA] ۰ _ _ 
۹ 0 1 |, oa\ E ۳۷ Î, =) ۷ هھ دمتثر‎ =۵ 3 (T1I 
۹ ^A 
1J N1 114 AIYYY SY: 
۹ TFT ۱ 
۲ (1۲ rr 1 A\ (4 0 4 AF f : A=¥o" ۾‎ b= Yo 2 (TII 
4 
Jo ۳١ IT Yea 1 1 ^۸ 
۹ EA\ ۱ سے س‎ 
4 آ‎ ْ |, YIN\D 04 ۹1۰ ١ B=» ۷2ر = د‎ (IV 
۸ 14۹ 11۹۱ AA _- 
ا‎ |, ۹ | vy | ھ‎ =٣ د متر‎ (=۲ ٣ «د‎ (V 
۹ 1o o04 || rt r4 ۹ 
۹ ١ ١ ۹41 تفا 7 تر اٹ‎ 
20| \ 12» 11¥ ا‎ 0A7 ۳p : ۹ . م و ار ع وارد در وتر ل مس باسك‎ ٥ (VT 
1 0 
\ | Y4 ۹ Y1 ۹ ۷ر9‎ ۳0۹ ^A . 
ادا‎ \AY ١ 1A (i J10 a AFT ۱ 
1١ ۹۹A 1 1۹ ۹ Jif r: Af پ‎ 
EL ۹۹۹ ۹ Ye ۰ aL ۷1 أ دغه‎ : 
. AYA 
r ل‎ ٣ ل‎ ۱۹4 ١ 
Tell ¥1 TT, E ٠ YT, 
۷ 
N۳ Y5 4 T1 ۹ rT 11 3 3 ۲ 
2ر۳‎ Yrr | Tf ۹ fI\ 10 1o4 ¥۲ ۲ 
1€ ا ۶" ا | !ا‎ t11 (4 € ٣ پا‎ 
TIAY A 
TEL ٥ ۹ ۹ ‘JT ۲ 


TJIYT 


چند طامیپای منتظم 


کلیات 


یاد آوری - چندضلعی منتظم أن است که همه اضلاعش باهم 
و همه زواباش نیز با هم برایر باشنك . 

نام چندضلعی ( طوری که می‌دانىد » از روی تعداد اضلاعش 
مشحص می سود : چپارضلعی› بنج ضلعی»› دەضلعى › 1ضاعى › ضلعىی ۰ 

۳ قضه - هر گاه محیط دایره را به ر جزء برابر تقسیم کنیم : 
الف - از وصل کردن پیایی نقاط تقسیم به بکد یگر › ضلعی منتظم محداب 
ب _ مماسهایی که بر نقاط تقسیم رسم شو ند › از تلاقی با هم » بك رضلعی 

برهان ۔ الف ۔ ازیرابری قوسپای8 ۸ 
BC »s‏ و.... و ۴۸ (شکل١)‏ نتیجھ می گیر یم 
که وترهای AB‏ و B0٤‏ و... و ۴A‏ › نى 
اضلاع چندضلعی محاطی ا هم برأیر ند ؛ 


زاوبه های أن نز با هم برأ بر ند ؛ زرا که 


هر وك مقا بل بەکمانی است براہر با کک ازمحیط دایرہ ؛ پس » چند۔ 
ب هم مثلشپای حادٹ بسن مماسپا و وترها » مانند ¥8 ۸ و 
B7‏ و ... متساوی الساقین و برابر بکدیگرند ؛ زیراکه زوایای ظلی 


YA 


LBC BA , AB‏ و 6B‏ و... همەه مقابل به فوسپای منساوی 
هستند و اضلاع A۸8‏ و 8€ و ... و ۴۸ نیزباھم برابر می باشند ؛ پس 
× و ¥7 و ...و XW‏ › بعنی اضلاع چندضلعی محیطی › با هم و 
زاوبه‌های ¥8 ۸ و B2€°‏ و ...و ۴X4‏ » بعنی زاو به‌های چندضلعی 
محیطی » نیز باهم برابر ند ؛ بنا پراین» چندضلعی محیطی » منتظم‌است . 


۴۳ قغ ره ۔ حموارہ می‌توان در بك چندضلعی منتظم دا یره‌ای محبط 
و درآ ن » دادره‌ای محاط کرد . 


A 8C ... 5 چندضلعىمنتطم‎ 

مفروط است ( شکل ۲ ) . عمود 
منصفپای 8 ۸ د٤8‏ در 0 تلاتی 
می کنند ؛ ابت می کنیم که 0 از 
همه رئوس چندضلعی مفروض به 
یك فاصله است و دایره‌ای که ش۲ 


به مر کز 0 وشعاع 0۸ رسم شود › در چندضلعی محطط خواهں شد و 
نبز 0 از حمۀ اضلاع چندضلعى به يك فاصله است و دادرة به مر کز 
0 و شعاع OM‏ ر همه اضلاع مماس ست › عنی در چندضلعی معجاط 
می‌شود 

برهان - مثلثپای قائ ال زاو ِ4 NOC; BON; M08; A0M‏ 
برابر بکدیگرند ( چرا ) ؛ پس : 

OA—=OB=OC s OM—=ON 

OAM= OBM= OBN= OCN د‎ 

نتىجهآنکه 08 نیساز 8 است و از منتظم بودن شکل › لازم 


۵5 
میا بدکه 04 و 0€ نیز نیمساز ۸ و ۵ باشند . حال اگر عمود0۴ 
را بر €0 فرود اورم : 
A OPC=a ONC‏ (به چه دلىل ؟) 

س OP = ON‏ و P C= CN 6P‏ نى ۶ عمو مندف 
UD‏ ست و 0٥€=0D5‏ . 

چون استدلال را به همین نحو ادامه دهیم » می‌بینم که 0 ازه: 
روس به یك فاصله و أزهمه اضلاع نیز به بك فاصله است . 

۴- قرادداد - ضلع ٣ضلعی‏ منتظم محاطی را به وا وضلع n‏ 
ضلعی منتظم محبطی را به ۸ نمایش می‌دهیم . 

۵ تعریف ۔ شعاع داور محبطی چندضلعی منتظم را شعاع آن 
چندضلعی و شعاع دادر محاطی را ار تفاع أن گو شد 

۶ تعریف - اگر پس از تقسیم محیط دایره به ۵ جزء برابر : 
به جای اينکه نقاط تقسیم را پیاپیبه هم وصلکنیم ٤آ‏ نپا را بك درمیان 
با ٣‏ درهیان پا ... بعنۍ؟ به ٣‏ پا ۳ به ۳ ا ۰.۰ با ص به ۳ به هموصل 
کنیم » ممکن است بك چندضلعی بدست آبدکه برخی از اضلاع آن 
برخی دیگر را قطم کنند (شکل 
۳) ولی تمام ضلعپا با هم و تمام 
زاویه‌ها نیز با هم برأبر ند ؛ چنین 
شکلی را «ضلعی منتظم کوکبی 


نأمنك . 


شش ۳ 
۷ قضبه - دو چندضلعی منتظم که عد اضلاعشان یکی باشد؛ 


~۵ 


برهان ۔ درایری زاو نه های | 
دو جندضلعی محرز است (چرا ؛) 0 ۾ : 
(شکل ۴( . / 


AB=BCE=CD=... : و چون‎ 
ab= bc = cd =... 
AB BC CD. 


ab bc ced 
. نایر این » دو چندضلعی متشا بیند‎ 


۸ مسعله - ضلعح رضلعی‌منتظم محاطی‌دددست‌است ؛ ضلع ر ٣‏ ضلعی 
منتظم محاطی را در حسب ان و شعاع دار د محیطی حساب کنید . 


حل ۔ فرض می کنیم که ۸8 د کے ۸ 

ضلع «ضلعی منتظم محاطی › بعنی 
0 اشد ؛ چون از ۸ ه0 وسط 
دوس ۸8 وصل کنیم ۰ ۸€ صلم 5 
1 ضلعی منتظم محاطی » عنی شس ھ 
است ( شکل ۵) . شعاع 0€ عمود منصف وتر ۸8 است وان را 
در D‏ قطع می کند ؛ امتداو شعاع 0€ نز در 8 با محبط دایره تلافی 
می کند . 

AC'—CS.CD=R(R —~OD) : A ASC »ڍر‎ 


ToS 
OD=Y Re : 4 A0D ودر‎ 


_®Y— 


Ca =YR(R— VRC ) : س‎ 


Cn = R(SR~=VrR'—Cg) ا‎ 


Ca ®VR(SR-- VreRT—Ca, 


-٩‏ مسعله - اد تفاع رصلعی منتظم را برحسب شعاع دایرۂ محیطی 
و صلع [1ضلعی ددست آور ید . 


حل مسشله در يده دانش ا موزان است . 
۲ 
جوابت . _VERT~Ca'_‏ 


۲ ّ 
٥‏ مسگله - صلع " ضلعی منتظم محیطی دابرحسب شعاع دایره و 
صلع رصلعی منتظم محاطی بدست وريد . 


ı Ê B‏ حل - MOD 4 MA۸8‏ 4 (شکلع)؛ 
0 ¢ س : A,_ME_ R‏ 
C, MF MF‏ 

A,r : ينابر این‎ 
eRT—C, ش ع‎ 
MF= : A MCF yı 
: پس‎ 


) ۹ مسګله - صلع رضلعی منتظم محیطی معلوم است ؛ ضلع ٣۸‏ 
صلعی منتظم محیطیر! !رحسب آن و شعاع‌دایرئ محاطی حساب‌کنید . 


8 حل ۔ اگر ۸8 و ۸€ (شکل ۷) 
/ سر تنب نصف ے۸ د وھ باشند » چون زاو 

۰ مر کزی ضلعی دو برابر زاوی مرکزی ۲1 
ش۷ ضلعی است ( چرا ؟) : 


ary eager EEE ia aap oy 


۵ 


AOC= (OB 
AC_ 04 
CB OB 
AC _ OA 
AB—AC VOATLAB 
A ra 5 ؟R‎ 
A,"Am VER FAT 


و پس از اجام دادن ضرب وتقسیم لازم : 


YRA, 
YRFVeERTHFA,' 
محاسبة طلم بمضی از چندطامیپای منتظم پر حسپ‎ 
شعا ع دایرة میطی آنا‎ 
- الى - ضلع مر بع محاطى‎ 
: ۸ در شکل‎ 
AC'=OA'+O0C'—= rR!" 
| Ce= RVY ` دس‎ 
- ب _ ضلع مثلٹ منتظم محاطی‎ 
: )4 شكل‎ ( 4 OBE در‎ 


Ar و‎ = 


۵۵ XOF 
C.= Rein ( ۸٥ ) : | C= RY ¢ | : س‎ 
n : ہے دس‎ 
: مثا ۹ہ ضلء مثلث منم‎ a ام‎ 
۴ ج - صلع ششصضلعی منتظم محاطی ۔ ا ل۱ ضاع مثا‎ 
,=Rnse'= (RX RF از 0 به ۸ و8 وصل‎ ۱١ در شکل‎ 
| : کن‎ 
: مثال ۴ ضلع شش ضلعى مننظم‎ ٠ کی سم‎ 
C= Ran = Rante'= Rx =R AOB= ZZ =o 
: و چون مثلك 8 0۸ مساو ی الساقن است : مثال۴ = ضلع دەضلعی هنتم‎ ۱٥ 
سے‎ : \Aao__ ۰ e سه کے کے‎ 0° 
Ce = Rain = YRsin\A 1 OAB=OBaA= AF — gee 
sin \A = o "o4 1 
/ بنابراین » مثلث 0۸8 متساوی الاضلاع است و | با مراجعه به جدول‎ 
| کی0‎ SR Xo oq =o FAR سں‎ 
قضه _ مساحت چندضلعی منتظم ماوی است با حاصل ضرب‎ _ ۴۳ Cy,=R 


نصف محیط ن در ار تفأاعش . 
0 ۳ - مسله - صاع وضلعى منتظم محاط دد دایرۀ به شعاع ۴ را ّ برهان - اگر از مر کز چندضلعی به روس وصل کیم » به تعدأد 
2 ضلعہا » مثلث متساوی | نجاد می شود که مسا حت هر ىك مساوی حاصل 
حل ۔ عرگاہ ۸8 ( شکل )۱١‏ مساوی ‏ محبط دایره باش » 
. ضرب نصف قاعده ور ارتفاع است . اگر 
=8 و زاوی مرکزی ۲۶۹ 
هھ و زاوی مرکزی (7) ۸08 


11 


مساحت مك مثلك را 8 و مساحت جنل ۔- 
است . | ود 0 . 
ه عرد 0 ر ر د میا ورم ضلعی را 5 وارتفاع چندضلعی را 34a‏ 
GQ‏ _ 70 _ ل کے 3 
n )‏ ( )2 ( َ۳ 1 عدةٌ ضلعا را ۸ فرض‌کنیم ( شکل۱۲)» 
در مثلث قائما لزا ويه 04۴ : 


AH—OA:smnAOH 


شش ١‏ 1 
| س ۱۲ 
ا ا ( Ca Rain‏ لمرن - مسا حت جندضلهیهای منتظمی را که در أن سمت ازا نها 


۳ صخسٹ شده | ست i‏ حساب کنید . 


A۶‏ هندسة چهارم ر با ضی 


١‏ هر گاه محیط دابره دا به ص جزء متساوی تقسيم كيم » از وصل 
کردن مئوالی نقاط تقسيم » يك رضلعی منتظم محدب محاطی ر می‌شو د ؛ 
اگر تقاط تقسیم‌دامنظماً بتناوب» یعنی يك درمیان يادو درمیان یا . . ١.‏ به هم 
وصل کنیم » اضلمعی منتظم کوکبی بوجود می‌آید ؛ چنانچه در نقاط تقسیم ؛ 
مماسها یی بر دایره دسم‌کنیم › اذ برخورد آنها با یکدیگر ضلعی منتظم 
محدب محیطی حاصل می‌شود . 
٣‏ هر چندضلعی منتظم دا می‌توان در دایره محاط یا بردایره محیط 
کرد . 
۴ اگر ہ٥‏ ضلاع رضلمی‌منتظم محدب محاطی د و٥‏ ضلع "۲ ضلعی 
منتظم محدب محاطی باشد : 
=VR(R—VrRT—C.")‏ 
۴ اگر ہ۸ ضلع ٣ضلہی‏ محیطی د خلم وشل مسا باشد : 
DS‏ 
۵ - ا گرم ھد ے۸ بتر تیب اضلاع «ضلمی د ۲۸ ضلمی محیطی باشند : 


۴ے 
YRHVeRTFA,‏ " 
۶ ضلع چندضله‌یهای منتظم مهم بر حسب شعاع دایرۂ محیطی | نها› 


بدین فرارند : 


0Cg= RR‏ (مسدس) ؛ ۲ R7‏ = م0 (مربع) › ۳ RY‏ =0 (مثلٹ) 
C= Rn (A)‏ (وضلى) 


۷- دو چندضلعی منتظم که عد اضلاعشان یکی باشد » متشا بهند . 


۸- مساحت چندضلمعی منتظممساوی است با حاصل‌ضرب نصف محیطش در 


ار تفاع آن ( , بعنی شعاع دایر: محاطی ]ن ). 


AV 

٠ لمرین‎ 

١۔‏ ہر کاہ زوایای یك چندضلمی محیطی بایکدیگر برای باشند ٠‏ آن 
جندضلعی منتظم است . 

— د رےھں دأایںه مسا حت مر ع محیطی دو برا یر مسا حت مر ج محاطی 
ست . 

۳ دد ششضلعی منتظم ٤۴‏ ۸8)05 ثابت‌کنید که : الف - BF‏ 
پارهخط ([ ۸ دا به دو قسمت می کند که یکی سه برایں دیگری است + ب ۔_ 


۴0 د EC‏ یکدیگی را به سیت - تقسیم می‌کنند . 
- از تقاطع اقطار شش‌ضلمی منتظم » شش‌ضلعی منتظم دیگری بو جود 


ید . 

۵ ضلع بیستضلعی منئظم را بدست آورید . 

تعریف - اگر قطمه‌خطی را به دو جزء چئان تقسیم کنیمکه مر بع قطعۀٌ 
بزدگٹرسساوی باشد با حاصل ضرب قطعۂ کوچکٹر در تمام آن می گوبی آن 
قطعه خط را به نسبت ذات وسط وطرفین تقسیم کرده‌ایم . 

۶- درهر پنج‌ضلمعی منتظم » نقطة تلاقی دو قطر » هرقطر را به دو جزه 
تقسیم می کند بقسمی که مربع جز بزرگتر مساوی است با حاصل ضرب جزء 
کو جکر در تمام قطر . 

به عبارت دیگر » دوقطر »› يکدیگر را به نسبت ذات وسط و 
طرفين تقسيم مى كنند . 

۷- پنجضلمی منتم 48)0٤‏ مفغروض است . ثابت کنید که : 
الف _ هرقطر آن؛ موازی است با یکی اذاضلاع . ب ۔ اضلاع 4۸۴ د AB‏ 
با اقطار 8€ د ([8 يك لوذی می‌سازند . 

۸- ابت کنیدکه اذ تقاطم اقطاد پنجضلمی منتظم » پنضلمی منتظل 
دیگری تشکیل می‌شود ؛ نسبت بین اضلاعآ نها دا بدست آورید . 

۹ هر گاه از يك نقطه واقع در درون وعضلعی منتظمی عمودهایی پر 
همه إضلاع آن فرودآوریم ؛ مجموع أين عمودها > 1 برأ بر ارتفاع چندضلعی 


”ی 


راهنمایی - از دستور مساحت چندضلعی منتظم استفاده کنید . 

٥‏ - شش‌ضلعی منتظمی بەضلع ۾ مفروض است ؛ همه أضلاع آن دا 
از بك طرف راس به اندازۀ ھو. ص امتداد می دهیم ؛ ثابت کنیدکه از وصل 
کردن این نقاط ‏ شش‌ضلعی منتظمی ہو جود می ید که سطحش ( ١‏ + وص +" اط) 
برا بر سطح شش‌ضلعی مفروض است . 

١‏ کے کو وو طرف یکن ایرو کو وی کوادی پک مساوی و) و 
دیگری مساوی O‏ رسم می کنیم ؛ مطلوب أست إولا محاسية ساق و قطر و 
ارتغفاع دوز نقهای که این دو وتر دو قاعدة آن باشند ؛ ثانا زاویه‌های بين 


قفطر های دوز نع مز نور را بیدا کب : 


فصل هجد هم 
حد ۔ محیط داپره - تست محیط دایره په طر 


۹ تعر یف حد - هر گاہ مقدار تخسر دذیری همواره به مقدار 
ا کو وک کہ واھ :ا کر رعا ان 
مکی م کو ف ا به عبارت و 

هر گاه شیر × دائماً ٹرقی کند ولی |ھ- ×| به سمت ضفر مل 
کند» حد بالابی × عدر 4 خواهد بود . او کاک ی متغر 
۴/۰۰ ( دائماً سمت راست عدد » ٩‏ نوشته می‌شود ) » عدد ۵ است؛ 
رھ که 


ه ج | ۵ ...۴۹۹۹ 
همچنین هرگاه متغیر × دائماً تنزل‌کند ولی |ه- »| به سمت 
صقر مل كق ؛ حد باسنی × عدد ۾ خواهد اود کا سد او ع 
متغیر ۶,٠٠٥٥٥۰٥‏ ( دائماً بین ١‏ و ممیز» صفر گذاشته می‌شود) »عدد 
اسع ل را که : 
5 ج | ۶= ۶000| 
وجود حد » متکی به اصل زیراست : 
.. آل ھر کا یکی قاتا تنزل کند ولی همسشه از عدد 
ابتی بزرگتر باشد › با متغیری دائماً ترقی کند ولی همیشه از عدد 


تا شی کوچکتر اشک » دارای حد است . 

۳ ۔ قضیه - هر اہ عد اضلاع دو چندصلعی مننظم متشابه را که 
یکی محاط در دایره و دیگری محبط بر آن باشد » بینهایت مر ته دو برار 
کنیم ؛ 

ولا : محیطهای این چندضلعیها به سمت حدی میل می‌کند . 

ٹا نیا : حد محیطهای این دو چندضلعی » یکی است . 

ثالث : مقدار این حد » ستگی به عدۀ اضلاع چندضلعیهای منتظم 
او له ندارن . 
او له محاطی» مر یم ACEG‏ اش 
( شکل )١‏ ؛ اندازء مط ان را 
دو برا برمی‌شود» بترتیب ٥‏ د ۴ 


د P۲‏ و ۰۰۰د ص فرض هی کن . 
عمچسن مرط عر محیطی 


MNQT‏ راP‏ و محیط چندضاعیپای منتظم محیطی عدی راکه عله 
اضلاعشان دو برابر می‌شود › بترتیب ,۶ و )۴ وم۴ و ... وی٥‏ فرض 
هی کنیم . اکنون » با توجه به شکل ۱ » می بینم که : 
الف AC<AB+ BC‏ 
CE < CD+DE‏ 
 ...‏ . < 
پس از جمع طرفہای نامساو یپا نتیجه می‌شود :۳ > م 
و به همین ترتیب نابت می‌شودکه : P <PSCP<S "<P,‏ 


با ریاد شدن ۸ مقدار ص ترقی می کند و چون محاط در مربع 
7 1 است › همیشه از ۴ » محیط آن › کوچکتراست ؛ بنابر این › 
دارای حداست . 
NB'+NC'Þ>ÞB'C'‏ 
OD'+QE'>D'F'‏ 
< ا 
از این امساوا نتیجه هی گیربم که : P>P,‏ 
و به همین ترتب : P>P( > P, > ... > P4‏ 
با زیاد شدن « مقدار ۴ تنزل می‌کند و چون مط بر هربع 
66 است » همیشه از 8 » محیط آن › بزرگتر است ؛ بنایر این » 


دارای حد‌است . 


و از انا: Ppa xKB‏ (( 

اکر تعداد اضلاع را بینهایت مرتبه دوبرابر کنیم » ٩‏ تنزل ھی 
کند و 08 تات می‌ماند و 8 ) به سمت صفر هبل می کند » بعلی حد 
طرف دوم تساوی (۱) صفر خواهد بود . 

بنابر این » وفتی که دم ج۸ Pa—~p +o‏ 


دس : Pp, =I‏ حں کے٥‏ حل 


۶ 
میح رط شش‌ضلعی منتظم محاطی Pp‏ 3 مح رط شش ضلعی منتظم محیطی P۳"‏ 


وحد مشتر ك أن دو '1 اشد برای ا نکه ثابت کنیم که [= "1 > این 


نامساو یپا رأ می نو سیم: 
p< P'‏ (چون شش ضلعی منتظم محیطی؛ می رط برھر بع محاطی است) : 


س Pa< P'.‏ 
و از انجا: "1<1 
همچنن : ۴ > 'مص (چون مر بع محبط بردایرہ › محیط برشش ۔ 
پس: Pa. <P,‏ ضلعی منتظم محاطی است) ؛ 
وأز انحا : 1< '1 


و ممکن نیست که1» هم بزرگتر از '1 و هم کوچکتر از ۱ 
باشد ؛ س [='1است . 

تعر یف ۔ حد مشتر ك محرط چندضلعیهای منتظم محاطی و محیطی 
بك دابرہ را محیط همان دایره می اهند . 

۴ ۔ قضیه ۔ نست محیط دایره به قطر آن » مقداری است ثابت . 

دو دایره به شعاعپای ۸ و × فرض کرده محیطپای آ نپا را ٥‏ و 

C&C e 
برهان - دو چندضلعی‎ 
منتظم متشا به در دو دایره‎ 
محاط هی کنیم (شکل ؟) و‎ 
۴ مسطہای | نپا راے۴ دے‎ 

ش ۲ می اميم ؛ می‌دانیم که : 


5 
8 
£ 
4 


(۱) wT r 


را يطه )۱( ٤‏ وقتی که تعد اد اضلاع را راد کنیم همواره ص حح 
است ؛ ولی حد م برابر © وحد "م مساوی € می باشد ؛ س در حل 


CG XR 
cC r 
C&C Ce _ 
RT Tr د‎ 


۵ علد ٭ ہ مقدار ثابت نسبت محبط هردایره به قطرآن را ا 
حرف ہو نای ۳ نماش می‌دهند . 
بس ھی توان رابطۂ شمارۂ قبل را به صورت : ۸= 
۴ =€ نوشت و از | نجا نتیجه می‌شود : 
طول محيیط دایره بر ابر است با حاصل ضرب قطر دایره در عدد ٭ . 


۶ - مجاسية ۳ ا استغادہ از را بطه م ٤‏ می توان عدد 


۴ دا به طرق زیر » که به نام ارشمیدس معروف است » حساب کرو : 

۱ ِ CGC 

اکر در دسور چ = ٣‏ مقدار R‏ را > اختیار کنیم» r=—Û‏ 

٭یود ؛ پس ٭ برابر است با اندازۂ محیط دایره‌ای که به‌شعاع ن باشد . 

برای محاسبۂ مقدارتقر یہی ٭ » ابتدا محیط بك چندضلمی منتظل 
e‏ ۱ 

محاط در دایرة به شعاع > را حساب می‌کنیم و آن را ,ص می نامي ؛ 

سپس محیط یك چندضلعی منتظم را که عد اضلاعش دو رار أن باش 

بدست می | وريم وان را ٥‏ می خوا نیم؛ وين عمل را دو اسه با ۾ بار 


NF 


تکرارکرده مقدار ص و مص و ۴ را تعیین می کشم . 

هر یك از محیطپای Pp) p< Pr < -**- < P,‏ بك مقدار 
تقر سی نقصانی ٩‏ است و هر چه عد اضلاع زاو تر شود › تقر دب کمتر 
خواهد شد . وقتی که محاسبه را در ,ص متوقف سازیم » برای تعیین 
مقدار تقریب به این نحو عمل می‌کنیم : م٣‏ محبط چندضلعی منتظم 
محیطی را » که تعداد اضلاعش باعدة اضلاع | خرین چندضلعی محاطی 
به محیط ,ص برابر باشد » بدست می | ورم ؛ ,ص مقدار تقرببی اضافی 
٩‏ است و 


Pp, <T<P., 


بس ص مقدار تقر می نقصانی ٭ است و تقریب از (ے٥ ‏ ے٥)‏ 
کوچکتر است . 
مثال 5 اگر در دایره‌ای له شعاع اذ شش ضلعی منتظظم محاطی غاز 


م 
برای ¥ Pz C= e ۵ n=‏ 
برای صم P(eF/\odAf Cy™o /AAAY‏ 
برای ۴م p= P/\INTFY Cemo /\Todr‏ 
برای ۴۸ pF /\TATd Cg =o /ordafo N=‏ 
برای ۹ کل Pa TT /\f\or Cy=o/ortYY‏ 
برای ۹۴۲ =1 pyr AIFF Camo /o\rFY‏ 


Py=F/\f\۵0 Cyp= 7/00۸4 [=A ٻر“‎ 


را دست می آددیم : 


P= ۴۶۵ 


۶ ۵- 


پس ۱۴۱۵۵ ۳ مقدار تقریبی نقصا نی ٭ است و مقدار تقریب کوچکتر 


: است أز‎ 
F/\F\FA—TAFI\IAAd =O Jooo! 


یعنی تقر یب ازا کوچکتراست ؛ بنا براین » محاسبه تأ سەرقم اعشار 
صحیح می باشد . 

۷ ادد اشت ۔ مطا بق بر رسیهای علمی که تا کنوت شده است ؛ مساحت 
دایره دا نخستین بار مصریان بیش اذ ۱۷۰٥‏ سال پیش اذ میلاد مسيم بدست 
آډدده دودنك : به این طریقی که ہر روی گے قطر دایرہ م بعی می‌ساختند ؛ 
این مقدار ؛ تطبیق می‌شود بامحاسبۀ ٣‏ تا دو رقم اعشار ؛ یعئی ۱۴ / ۳= . 


در قرن سوم پیش أذ میلاد مسیح ارشمیدس دا نشمند نامی › مقدار را یین 
o‏ 
۷۹ 


وی بطلمیو س مقّدار TT /\F\Y¥Y‏ را بأقت . در سدةٌ شا نز دهم میالادی متیوس 
که بآسانی فر ا گرفته می‌شود ؛ به‌این طريق که رقمهای فرد ۵٣و۵‏ را هريك 
دو یار از چپ به راست می نو یسیم 


٣‏ د ۳ یعنی بین ۳/۱۴٣۷‏ ۳/۱۴۲۹۵ بدستآورد . یك قرن پس از 


۳۳۵۵ 
بعد » سه دقم آخررا صورت و سه رقم اول را مخر ج کسر قر ار می‌دھیم 
درعمل بیش ازجهار با بنج رقم اعشاری مورد استعمال ندارد . مقدار 


7 تأ ده رقم این أست : 
r= \F\AATFAOTA‏ 


غیاث | لدین جمشید کاش ئی (قرن نهم هجری) نسبت محیط دایره به قطر آن را 


یا روش خاص و دقفت زیادتری حساب کرده است . 


۶۶( 
مساحت دایره 


۸ - قضیه ۔ طول قوسي درجه برابراست با حاصل ضرب محیط 


دايره در 


4 
yo‏ 
زرا که اگر طول قوس » درحه را1 فرض کنیم » این تناسب را خواهیم 


داشت ه 


__ 1 
o‏ ¥ ا محیط دایره 


ر 


و ازا جا : × محیط دایرہ =| 

٩‏ - قضیه ‏ مساحت دایره برابر است با 
حاصل ضرب ۲ در مجذور شعاع . 

برهان = در دایره » چندضلعی منتظمی 
محاط می‌کنیم (شکل ۳) و 0M‏ ارتفاعآن را 

س ۳ می کشم . 

× محرا چندضلعی = مساحت چندضلعی 

چون ۸ »ءعدڈاضلاع» را بینہابت زبادکنیم» مساحت چندضلعی ميل 
هی کند به طرف مساحت دا یره و محبط چندضلعی ميل می کند به سوی 
هخبط دا ره وحد 0۷¥ › شعاع دایره است ؛ پس : 


OM 
س حل × حل مط جندضلہ = حد مساحت حلدضاء‎ 
ی کَ‎ 7 - 
R 
محرط دایره = مساحت دادره‎ xy سی‎ 
R : 
مساح دادره‎ =rR. =r R : و اا‎ 


NF Y— 
۔ تعر یف ۔ قطاع دایره › فسمتی است از سطح دا یره محصور‎ ٥ 
. )۴ بن يك قوس و دو شعاع منتپی به دو طرف آن (شکل‎ 
باشد›قطاع‎ 0B = e هر گاه‎ 
را » درحہ گو ند . قوس ۸8 را‎ 
. قوس فطاع نامند‎ 
قضیه ۔ ساحت قطاع‎ -۹ 


لرادر است با حاصل صرب طول 
قوس آن در نصف شعاع . ش۴ 


برھان ۔ در قطاع 0۸8 ( شکل ۴ ) قوس 48 را به ٥‏ جزء 
متساوی تقسیم هی کنیم ؛ از رسم وترها ووصل کردن نقاط تقسیم به مر کز 
دأيره » ۸ مثلث متساوی| لساکن متساوی تشکىل هی‌شو ند (چرا ( ۰ 


در مثلك ۸01 : = مساحت 
دس : OAMNBO=n.Am. SF‏ مساحت چندضلعی 


یا : 


OH‏ (طول خطشکستة 0A MN 80 = )۸ M8‏ مساحت چندشلعى(1) 


حال آگر ۸ » عد تقسمات قوس ۸8 › بسنپایت زباد شود › حد 
خط A MNB‏ فوس ۸8 » حد ارتفاع OH‏ شعاع ۴ و حد 
مساحت چندضلعی OAMN BO‏ مساحت فطاع دادره خواهد دود و 


رابطه (۱) چنین نوشته می‌شود : 


= ِ R 
ہر طول قوس = مساحت فطاع‎ 


SFA 


۳- تعریف ۔ قطعۀ دایره » قسمتی است از سطح دایره محصور 
٠‏ بین یك قوس و وتر أن . چون هر وتر منعلق به دو قوس است » معمو لا 
ووس کوچکتر از صف مط دادره درنظر گرفته می‌شود . 


۴- فقضیه - ساحت قطع دایره مساوی است با حاصل ضرب نصف 
شعاع در فزونی طول قوس آن بر نصف وتر قوسی که دو برابر قوس آن 


قطعه اشد . 
برهان ‏ قطعۂ دا رڈ M8‏ ۸ ( شکل ۵ ) را در نظر می گیر م و 
04B‏ مساحت مثاٹ — leOAMB‏ حن فطاع = 8 A M1‏ مساحتقطعە(۱) 
K‏ مم 
:3 چون عمود 8B‏ رابر 04 فرود اورم 
: تا دأیره را در '8 قطع کند »› از طرفی 
شه BB' = AB‏ بعنی 86K‏ نصف وتر قوس 
مضاعف ۸8 است ؛ و اذ طرف دیگر 40۴ ۵ _ )48 4 بعنی : 
AB OA4_ RK‏ 
BK OH OH‏ 
BB'‏ 
ڀس : AB.OH=R.BK=RX ww‏ 


جون در رأ بطه (۱) به جای ۸8.0٤1‏ مقدارش را قرار دهم : 
n=(g_BB E‏ ل 
۴ ۔ دادیان » کمانی است از دابره که طولش برابر باشعاعآن 


دادره باش 


~۶۹ 


ما نند درجه و گراد › رادیان را نز وأحد اندازەگىری کمانا 
اختار می کنند . 
با ملاحظه آ نکه طول مط دادره درادر ا YTR‏ ست i‏ تجح 


می‌شود که طول محبط دا بره در حست و احد رادان درام است ا (FT‏ . 


٣‏ حد هر متغیں » مقدار ئا بتی است که آن متیر حين تغيیر پيوسته 
به آن نز ديك شود » اما هیچگاه به آل نرسد . 

٣‏ محیط دایره : حد مشترك محیط چندضلعیهای منتظم محیطی و 
محاطی است وقتی که ع اضلاع! نها دیشمار شود . 

۴ سیت محیط دایره به قطردایره عددی است ابت . این عدد ثا بت 
اصم است و آن را باحرف یونانی ٭ نمایش می‌دهند . 

r= A\FIOATFAD o. 

در محاسبات دقیق آن دا تا ھ رقم اعشار د در محاسبات معمولی تا ۴ 

رقم و در محاسبات خیلی ساده تا دو رقم نمایش می‌دهند . 


R= ¥ T= PIF =F ۴۹۵۹‏ 
۴ محیط دایره مساوی است باحاصل ضرت تطر در × : 
C= rR‏ 
۵ مسا حت دایرہ مساوی است باحاصل ضر كب مجدور شعاع در ٩۸‏ : 
S=rR'‏ 


¥ طول قوس دایره مساوی است ا حاصل ضرب شعاع در أ ثی‌ازة 
زاو به مر کزی رحسب رادیان (جرا : 


I=Rx «a 
: مسا حت قلاع مساوی است باحاصل ضر ب قوس ن در صف شعاع‎ ۷ 
R R' 


S— Ra. aq 
۲ ۲ 


به عبارت دیگر i‏ مساحت فطاع مسادی است اا حاصل ضرب مساحت 
دایره در نسبت قوس قطاع به محیط دایره . 


۷0 

۸ - مساحت قطعةٌ دایره مساوی است ا حاصل ضرت نصف شعاع در 

فز نی طول قوس آن بر نصف وتوقوسی که دو برا برقو سآن قطعه باشد : 
R/~ BB‏ 
(KB)‏ = 

تمرین 

٣ > با استفادہ اذ € و ۸ ثابتکنیدکہ ۴ > ٭‎ ١ 

- میل ددیایی یك در حه نصفالنهار است ؛ طول آن بر حسب شعاع 
زمین حقدر أست ؟ 

۴ دد دایر‌ه‌ای به شعأاع ۶ ؛ طول قوس ٩‏ را بدست آورید . 

۴ شعاع ذمین چتدر است ( از دابطۂ تقریبی متر با تصفالنهار زمین 
استفا ده کنید) 

۵ مساحت دایره دا یرحس محیط آن بدست آورید . 

۶ در دایره‌ای جهار شعاع رسم کنید که مساحت آن را به نسیت ۳ ۴»› 
۸ د ٩‏ تقسیم کنند. 

۷ - شماعهای 0۸ د 08 زاوي ٠ء‏ میسازند ؛ اذ ۸ عمود ۸€ 
دا برمماس دد8 فرود می آددیم ؛ سطح محدود بین ۸€ د 8€ دقو ۸8 
را حساب کنید . 

۸ مسا حت محدود بین سه دایرة مئساوی ومماس ہر یکدیگی را بدست 


آوریث . 


e 


سوم متو سطه (داوطلبان متفر قه _ خرداد ماه ۳۳۲ )) 

€= 9ء‎ ۸ = ۴۵° 9 ۸€)= ۲a مثلٹ 8€ ۸ دا بامىلومات‎ ١ 
. دسم کنید‎ 
د "۴ اوساط اضالاع‎ E ٥ ارتفاع ۸۴1 دا دسم می‌کنیم ؛ اگر‎ ۲ 
: ثابت کنیہ‎ ١ اشد‎ ۴]٣ د‎ 5٤ مئلث د 0 نقَطٴ تلائی‎ 

الف ۔ ملت ۴1ع د 8€ ۸ متشا بھند ؛ نسبت یین اضلاع متناسب را 


ب مثلٹث C۴ ٣‏ متساوی ۔ B‏ 
الاضلاع أست . 

HDFE iis ¢‏ 
متساوی الساقین و محاطی است . 
مر کزدایرۂ محیطی دوز نقه را دست 
آذریك . 

د _ ا ندأزة زوایای مٹلث 
05 دا تعیین کنید . 

پنجم متوسطةۀ علمی ( شهریور ماه ۱۳۲۷ ) 

اولا_ چهارضلعی محاطی5 8B)‏ ۸ را که در آن ؛ و۲ =8 ۸ وذاویة 
A= °‏ 9 زاو B—=vy0°‏ وضلع CD=ayV r‏ می با شد > راسم کید . 

ثانا به فرض ا نکه این چهارضلعی رسم شده باش » ثابت کنید : 

الف دایر؛ محیطی ]ن بە‌قطر 8 ۸ است . 

ب - طولهای اضلاع ۸ و 80 و طولهای اقطاد )۸ د ([8 دا 
بر حسب ۾ » وهمچنین مقدارزاویۀ بین دو قطر جهارضلعی دا بدست [وريد . 

الث _ امتدادهای 8 ۸ د 65 دد ۴۳ و امتدادهای 8٤€‏ د ([۸ در 

الف نقطۂ C‏ مر کزدایرۂ محیطی مثلٹ ۴ع ۸ است . 

ب قط ( از 8 و ۴ بەیك فاصله است . 


۷0 

۸ - مساحت قطعةٌ دایره مساوی است با حاصل ضرت نصف شعاع در 

فرش طول قوس آن بر صف وترقوسی که دو بر ایر قوس آن قطہه راش : 
R/ ~~ BB'‏ 
(XB)‏ 

تمرین 

E RE O SAO a 

میل ددیایی بك درجۀ نصف‌النهار است ؛ طول إن رحس شعاع 
زمین حفدر أآست ؟ 

۴ در دایره‌ای به شعأاع ۶ » طول قوس ٩‏ را بدست [ورید . 

۴ شعاع ذمین چقدر است ( اذ رابطة تقرببی متر با نصفالنهار ذمين 
استفاده کنید) . 

۵ مساحت دایره را برحس محیط آن بدست ]وريد . 

۶ در دایره‌ای چهار شعاع رسم کنیب که مساحت آن را به تسبت ۳ء ۴» 
۸ و ٩‏ تقسیم کنند. 

۷ - شعاعهای 0۸ د 08 ذادیۂ ۰۰ء می‌سازند ؛ اذ ۸ عمود A€‏ 
دا ہرمماس دد8 فرود می آوریم ؛ سطح محدود بین ۸€ د 8€ دقو A۸8‏ 
را سات نة 

۸ مساحت محدود ین سه داپره منساوی ومماس بر یکدیگ را دست 


ولف . 


1 1 egy ar ay RIL o o en ل ۲ و‎ 


یک ر ج“ ل ج د و 


سوم متو سطه (داوطلبان متفر قه ‏ خرداد ماه ۱۳۴۳۲) 

CREA AS ۸)0 = مٹلٹث 8€ ۸ را بامعلومات و‎ ١ 
: زس که‎ 

٢‏ ادتقاع ۸۴ دا دسم می‌کنیم ؛ اگر © ؛ ۴ و ۴ اوساط اضلاع 
مٹلٹ و 0 نقطۂ تلاقی 5[ و ۴٣۴‏ باش , ثابت کید : 

الف ۔ مثلٹ E۴‏ د 8€ ۸ مشا بھند ؛ نسبت ین اضلاع متناسب دا 

ب ۔ مٹلٹ ]۴ C۴‏ متساوی ۔ 8 
الاضلاع اتوك . 

ج_ HDFE iii‏ 
متساوی الساقین و محاطی أست - 
مر کزدایرة محیطی دوز نقه را ددست 
آوریك . 

د اندازۂ زوایای مٹلث 
05 †ګ دا تعیین کنید . 

پنجم متوسطة علمی ( شهر یور ماه ۱۳۲۷ ) 

اولا_ جھارضلیی محاطی0 8B)‏ ۸ را که در آٺ , ھ۲ =8 ۸ وزاویة 
۶ء = ۸ و ذاوي ۷۵ =8 وضلع ۲ 7ه 0K0=‏ می‌باشد ‏ رسم کید . 

اا قرش | نک ا جهارضلمعی رسم شده باش ٠‏ ا ت كتبك.: 

الف دایرۂ محیطی |آن بەقطر 8 ۸ است . 

ب _ طولهای اضلاع 0[ ۸ و 8€ و طولھای اقطار ۸€ د (8 را 
بر حسب ۾ ١‏ وهمچنین ممّدارذاویةٌ بین دو قطر چهارضلمعی دا بدست آورید . 

ثالثاً - امتدادهای 8 ۸ د ([€ دد 5E‏ و امتدادهای 8€ د ۸5 در 

el ARE ss bO A | 

ب نط ([ از 8 د ۴ بەیك فاصله است . 


.YY¥—‏ هندسۀ چهارم ریا ضی 


ج طولھای ۴€ د E8‏ بترتیب با قطرھهای )۸ د ([8 برایرند . 

رایعاً - اذ نقطه () عمودی بر )€ فرود می اودیم وموضع H lı û"‏ 
فرض می کنیم . 

الف ثابت کنید که این نقطه مرکز دایره‌ای است که به سه موقم 
ارتفاعهای مثلٹ 8۳ ۸ و همچنین به نقطةٌ 0 می گذرد. 

ب ۔اگر ڄ موقم ارتفاع راس ٣‏ اذ مٹلٹث ۸8۴ باشد ؛ مٹلٹ 
HOCK‏ متساوی‌الاضلاع أاست . 

بنجم متوسطة علمی ( خرداد ماه ۱۳۳۸ ) 

اول چهارضلىی 8٤°‏ ۸ را بامعلومات زیردسم کنید : 

الف نسبت بین ذدایای 8.۸ › © د © بترتیب برابر ۷:۶:۴۳ 3۵ ۸ 
می‌باشد . 

CB | 


ب ۔ طول ([ ۸ برابر ھ ونسبت = چ است : 


ثانياً - به فرص اینکه جھهارضلعی زسم شده اشد ٤‏ | ندأزء طولهای اضلاع 
دیگر و أقطار چھارضلعی را بر حسب ۾ تعیین كنيد . 

الا ۔ منصفالز اوی E۸8‏ دا دسم می‌کنیم تا ضلع 8€ را در نط 
وامتداد ضلع ([0 را در نعلا £ تلاقی کند ؛ همچنین ([۸ د 8€ را 
إمتد اد می دھیم ا در فقطه 19 تقاطع کنند > داز نقطة 9 عمو دی بر AÛ‏ اخراج 
می کنیم تا امتداد AB‏ رإ! د>ڍ H‏ قطع کند داز ۸ھ عمودی بر امتداد 0) 
فرود می آددیم › این دو خط عمود بیکدیگر را در نقطۂ 6 تلاقی می کنند : 
ئا بت کنید : 

الف سه نقطۂ ۴١ ٤‏ د E‏ بر یك استقامت بو ده ونقطه ۴ سط فطه۔ 
خط 6ع بودہ د خط ([ محور تقارن مثلٹث ۸۴۳6 می باش . 

ب ۔ نقطة (1 مر کزدایرۂ محیطی چھارضلعی E6‏ ]5 ۸ می باشد زاوی 
1D‏ برابر ے- ذادیة 8410 است . 

ج ہ مثلٹ 6 ۸ متساوی‌الاضلاع و مثلٹ O)‏ مشساوی الساقین و 


. می باشد‎ AB برابر‎ HB 


VT —‏ 
د - خط D38‏ مواذی با E6‏ بود د خط H6‏ ذادیۂ 0[ E6‏ دانصف 
می کند . 
پنجم متو سطة غعلمی ) خرداد ماه ۱۳۳۲ ) 
در دوذنتة 8€ ۸ طول ضلع ([0 و همچنين طول ساق 8€ برای 


ھ بودہ ومتدار ذاویۂ 8 براہر ۶٥‏ می‌باشد ومیدانیم طول قطر 8 برا بر 
طول قا عد2 AB‏ ست . 


١‏ این ذوزنقه را رسم کید 

- بەفرض دسم شدن » طولاضلاع دیگر وطول اقطار واندازة زوایای 
دیگررا ډدلذست آوریك . 

۴۳ _ از راس € عمودی بر ([8 فرود آوردہ امتداد میدھیم تا A B‏ 
را در0 قطع کند 1 ا ت کید که این زەطه هں کر دایرة محیطی مثلٹ )8( 
است و طول شعاع این دایره برابر ۾ می یاشد . 

۴ دایرة به مركز © و شعاع 0C‏ را رسم می کنیم تا امتدادهای 
A D.AB‏ د 0€ دا دد H٣"‏ د 5 قطم‌کند ؛ ثا بت کنید : 

الف ارتفاع رای © ذوذنقه اذ نتطة 8 می‌گذرد . 

ب ۔ خط 01 بر (([(() عمود است . 

ج - قط 8£ وسط کان EF‏ أاست . 

د ۔ مثلٹ 08٣‏ متساوی الاضلاع أست . 


NV 


بنجم متوسطة علمی ( شهریور ماه ۱۳۴۳۴ ) 
در چهارضلی ۸8)50 ذادیۂ ۸ برایر ۶۰ و سیت بین زوایای 
8B‏ ( مجاود ۸ ) د ) ( مقابل ۸ ) و( بترتیب مائند ٥٠۴۰و‏ ۶و 


طول اضلاع ۸8 د C7‏ (مقابل هم ) بتر تیب مسادی ھ۲ و ( ٣‏ )و 
می باشد . 


اولا۔ الف انداز؛ زوایای 
دیگی را بدست آورید . 
ب چھارضلىى را بامعلومات 
زواا ودوضلع معا بل رسم کثید . 
ثا نیا - در صورتی که جھار ۔ 
ضلعی ر سم سیه باشل › 
الف أندازةٌ طو لهایاضلاع 
دیگر د اقطار چھارضلعی را ہر 
حسب ۾ تعیین کنید . 
ب ۔۔ ٹا بت کنږد دو قطر برهم 
عھمو دل . 
ج - اگر اذ 8 دو عمود براضلاع ([۸ د C0‏ فرودآوردہ د ٤‏ و ۴ 
را مواقع] نها فرض کنیم ٹا مت کنید که شکل BE0۴‏ مں بع است. 
د - مسا حت چهارضلیی را بر حست ۾ تعیین کنید . 
ثالثاً _ په مر کز 8 وشاع B0‏ دابرەای دسم می کئیم تأضلع DC‏ رl‏ 
دد ٣1‏ و دایرة محیطی مر بع دا دد 6 تلاقی کند . 
الف _ طول قطۂ ٤‏ را از روی خاصیت قوت ثقطه نسبت به دایره 
حساب کنید . 


ب - به وسیلۀ طول 0۲1 ثابت کنید مثلٹث 811€ متسادی‌الاضلاع 


ج - ثابت کنید که این رابطه بر رار ات : GED'= DH x C‏ 
د ۔ ثا ہت کنید کہ نعط تلاقی ۸€ د B٣‏ با دو نتطا ([ و بر بك 
استقامتند ( محل تلاقی دایر محیطی مر بع با 8€ می‌باشد ) . 
ھ ۔ ثابت کنید کہ قطما CK‏ براہں نصف ضلم C10‏ است . 


~~ VA 
) ۱۳۳۴ پنجہ متوسطة عامى متفر قه ( خرداد ماه‎ 

درمتلٹ A B= 4:4۸4 8B)‏ د ۲ =€ د زاوی ۴۵ =8 است: 

. این مات را دسم کید‎ ١ 

٣‏ اگر مثلث رسم شده باشد › طول ضلع BC‏ و طول شعاع دایر؛ُ 
محیطی آن را بر حسب ۾ وھمچنین اندازء زادبه‌های دیگرمثلٹ را تعیین کر ده 
9 دأیره را رسم کنید . 

۴ قط AD‏ از دایرة 
محیطی را رسم می‌کنیم د[ را به ) 


د 8 وصل می نمابیم ؛ ثا بت کنید: 
الف دو مئك AEB‏ د > 
CD‏ متشا ہھند ( ۴ نقطۂ تلاقی 
CB 5 AD‏ |ست( . 
ب طولهای 58 »د C5‏ 
دا بر حسب ۾ بکدست |وربد . 


- اڳر €0 دا امتداد 
دھیم تا D8‏ دا در ۴ تلاقی کند › 
خواهیم داشت : D0 × DA = DF x DB‏ . از اینجا نتیجه بگیر ید که : 
DF— 3Y ۳‏ 


8 


ر 


درس رسم؛ شایان دقت بسار است. هرقدر ابزأد تر سیم؛ یعنی خط کش› 
مقباس › پر گار گو نیا , نقاله » کاغذ . مداد باكکن » مداد و غیره دقیق تر 
د هتر و ازجنس خو بٽر باشند » به‌کار ترسیم كمك بیشتری خواهندکرد . ولی 
بیشتر از ابزار ترسیم » طرز کار خود شما مؤثر است . باید بنحوی با این 
ار ارها کا ر کد که در | تھا مسلط شود و سھو لت أذ ا نها استفا ده کنید 

می دا نید که گو نيا به كمك خط کش ؛ یا خط کش ۳ » برای دسم خطوط 
متوازی ومتعامد بکار می‌رود ؛ مورد استعمال نتاله ویر گار دا هم می‌دانید ؛ 
حال دأ نسته‌های خود را بکار يديك . 

درس رسم شما نباید محدود ومنحصر به ترسیم ٧۲‏ نمونه‌ای باشدکه در 
این مفحأات به شما دأاده میسو د ۴ بلکه مھهمس ولازمتر 1ن ست که تر سیما تی 
را که ضمن درس هندسه به نها ب رهی حو ر رکد ا دقفت قتمام رسم کید از فقيل 
ساختن مثلٹ» رسم مماس بردایره ١‏ رسم مماس مشترك دو داپره » ساخش دو 
دایره در اوضاع مختلف دنظایر | نها . 

دوازده نمونه‌|ای که دراین کتاب به‌شما داده شده است» ازا نواع مختلف 
است وسعی شده است‌که اذ آسان به دشوار تنظیم شود . توضیح مختصری در 
بارة هر يك > در صورت احساس ضرورت ‏ دأده شده است > در مورد رسم 
شمارة ٩٥‏ » طرز ساختن مارپیچ را بايد بلا بدانید . 

طرز ساختن مار پیچ ۔ برای ساختن مارپیچ یا از مثاٹ متساوی- 
الاضلاع شروع می‌کنیم یا اذز هربع . 

استفادہ از مثلث ۔ مئلث متساویالاضلاع )8 ۸ را بسازید واضلاع 
AB‏ ؛ BC‏ د CA‏ دا دریٹ جھت امتداد دھید › مٹلا درجھت از ۸ به 8 
داد 8 به € داذ € به ۸ . به مرکز ۸ و به شاع 8 ۸ یك قوس ٩۲۰‏ 
در جه بز نید تا امتداد 6۸ را در B,‏ قطع‌کند ؛ به مر کز € و شاع ,8) 


VA 


قوس ٠۲١‏ درجە‌ای رسم کنیں تا 
امتداد 8€ را در A,‏ قطع کند ؛ 
به مر کز 8 و شعاع BA,‏ دوسی 
رسم کنیں تأ با امتداد A۸8‏ دد 0 
بر خورد کند ؛ بار دیگر به مرکز 
۸ ود شاع ,۸0 قوسی بزنید تا 
امتداد C۸‏ را دد B8,‏ قطع کڏں . 

( دقنی که دقفت کنید می دیدید 
که در نامگذ‌اری نقاط ‘B‘ A,‏ 
sB, 30‏ 1 کاری کردهایم که 
حر فی که روی امتداديك ضلع نو شته 


می‌شود » دا دو دأسی که رویآن ضلع‌هستند قرف دأشته راشد . متلا روی AB‏ 
تقاط ر| Cy 1 C,‏ و... وروی 86€ 1 هارا A,‏ د ہو می نأمیم) . 
بههمین تر تیب . رئوس مثلث را متوالیاً می کزقر‌ارداده باشماعی مساوی فاصل 


آنها اذ آخرین نقطه‌ایکه بر 
|أمتد اد ضلع بدست آمده أست › 
فوسهای ٥‏ درجه میر نیم . 
أذ وشت سرهم قرار گرفتن این 
فوسها مار پيچ ددست می أ ید 

استفاده از مربعح - 
أاضلاع مر بع دا در يك طرف و 
در یک جهت |متداد می‌دهیم د 
هما نطور که در مودد مثلٹ گفتيم 
عمل می کنیم ¢ نها ٫ت‏ آنکه در 
اینجا به جای قوسهای ٩۲۰‏ 
در حه قوسهای “٥‏ درحه رسم 


می‌شو ند . 


زسم شمارة ١ہ‏ مر بع ABCD‏ را به ضلع ۶ سانتیمثر و به مر کز 


۷۹ 


0 سازید. مر بع E ۴H‏ دا نیز باھمان ضلع وھمان مر کز بقسمی بسازید 
که اضلاعش موازی بااقطار مر بع اولی‌باشد . ازتقاطع اضلاع دو مربع ؛ يك 
هفتضلعی بو جود می آید . ۵ ٥ر‏ بع دیگر بسازید که مر کزشان همان ثقطه 
0 و اضلاعشان با اضلاع ABCD‏ ہے اس . 
موازی باشند و بتر تیب » از داخل د » سه هرتبه نیمسازهای زوا 
به خارح » طول اضلاع به آین سم شود) . 
بأشند : 1 

مر بع دوم (بىداز ([ ۸8€ ) ؛ 
۷ سانئیمٽر » سوم » ۸ سانتیمتر › 
جهارم ؛ ١‏ سانٽیمتر» پنجم » ۱۲ 
سانتیمتر » شقم (مربع ارب لت ا 
۳ سانتیمتر. به همین تر تیب مر بعهایی موازی‌با E۴6 #۴٤‏ بساذید ؛ شکلدا 
مطا بی نهو نه تنظیم ومر کبی‌کنید . خطوط اضافی دا پاك کنید . 

رسم شمارۂ ۳ با توجه بەشکل , قاعدة ترسیم آن دا پیدا می‌کنید . 

طو لها را بدلخواه بز رگ کید . 


XA 

رسم شمارۂ ۳ ۔ ششضلعی منتظمی به ضلع ۴ سانتیمتر بساذید . با 

رسم قطرهای آن ؛ ستارة داخل آن را دست آورد . درځارج » دو شش د 
دیگر به اضلاع ۵ و ۶ سانتیمتر رسم کنید . اذ تقاطع اضلاع ششضلعی سومی 
با امتداد اضلاع شش‌ضلعی ادلی شش مئلٹ متساوی‌الاضلاع بوجود می‌آیند . 
نیز اذ هرضلع شش‌ضلعی دومی وامتداد دو ضلع 
'شش‌ضلعی به مواذات اولی به اضلاع ۱۲و ۱٩‏ 
کل» خطهای اصلی را نگاه دادرید ومر کبی کنید 


ر سم شمارة ۴ ے ا بعاد را تناس و بدلخواأه بز ر گک کید . شکل را 
مر کبی‌کنید و هأشور بز نید. 


TA\— 
سم شمارۂ ۵ - مر بعی بە‌ضلع ۵ میلیمتی بساذید. بررویآن؛ ماد پیچی‎ 
رسم‌کنید که تعداد منحنیها یش مطا بق نمو نه رسم با شد . زاویةُ مر کزی را به‎ 
جرء تقسیم کید و مطا بق شکل» قسمتها را مر کیی کنید و هاشور یا رنگ‎ ٣) 
بز نید . ( برای تفسیم ذادیةٌ مرکزی مربع به ۳۲ جزء » اول قطرها دا رسم‎ 
می‌کنید تا زاویه به چهار قسمت شود ؛ بعد » سه مرتبه نیساذهای زوایای‎ 


حادث را می کشید 1 تقسيم مطلوب انجام می‌شود) ۰ 


AF A 
: سم شماره ۸ - مةي اس اختیاری‎ 


۱ 
ر شمار هة سس مقا کک د أند اء 1 ۶ سے 
سم د باس م (یعنی به ندازۂ طبیعی)؛ واحد میلیمتر ؛ گے‌بری تز یینی . مراکزدوایر» از روی نمونه بسهولت بدست می آیند. 


فز یین بالای نرده‌هأی فلزی . شکل را مں کبی کنید و دنگ بز نید . 


IIa IONE hat ha ١ 
ر سم شمارۂ ۷ ہے مقیاس > » واحد میلیمثر. € 1 1 9 ا د و‎ 
سے‎ . O o : 1o 


جز ئی اذ یك نر دة آهنین با آهن مر بع ۲۰ میلیمتری . 5 ا 

۱ =» ل‎ 0 BÈ 0 

قسمتی راکه در نمونه دده شده است » بکشید د سه قسمت دیگر را با | زسم شمارة ٩‏ ۔ نرد؛ جلو ایوان ‏ واحد میلیمتر » مقیاس س . 
|ستفاده ار تقارن محوری رسم کید o‏ 
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رسم شمارة ٩٩‏ قلاب »› مقیاس 


YA 


بايان 


ر سیم شمارۂ ۳ ہ چرح دڼدانه‌دار و دنده 


TAF 


هندسة جهارم ریا ضی 


